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§1. 

Teilung von Ebenenwinkeln. 

1. Wir erachten es für angebracht, in den zunächst folgenden 
Paragraphen von den uneigentlichen Gebilden abzusehen, die wir 
in I § 8 für jede einzelne Ebene eingeführt haben. Indem wir 
daher vorläufig unsere Untersuchung auf eigentliche Punkte be- 
schränken, lassen wir den Raum durch jede Ebene in zwei Teile, 
die Ebene durch eine jede in ihr gelegene Gerade in zwei Halb- 
ebenen und die Gerade durch jeden ihrer Punkte in zwei Strahlen 
geteilt werden. 

2. Alle Ebenen, welche durch dieselbe gerade Linie hin- 
durchgehen , bilden einen Ebenenbüschel; die gemeinsame 
Schnittlinie derselben bezeichnen wir als die Axe (oder auch als 
die Kante) des Büschels. Den Winkel, den zwei in derselben 
Kante begrenzte Halbebenen mit einander bilden, nennen wir einen 
Keil. Seiner Gröfse nach stimmt derselbe mit dem Neigungs- 
winkel der Halbebenen überein. Wie bei den von zwei Halb- 
geraden gebildeten Winkeln spricht man auch hier von Neben- 
und Scheitelkeilen. 

Wenn mehrere Halbebenen in derselben Kante begrenzt 
werden, so ist es notwendig, die Keile, welche je zwei dieser 
Halbebenen mit einander bilden, gleichmäfsig zu messen. Zu dem 
Ende setzt man eine Richtung fest, nach welcher jedesmal die 
erste Halbebene gedreht werden soll, bis sie mit der zweiten zur 
Deckung gelangt. Sind I, II, III drei Halbebenen, welche dieselbe 
Kante besitzen, so unterscheidet sich die Summe der Keile (III) 
und (HUI) vom Keile (IUI) höchstens um Vielfache von vier 
Rechten (2x). Bezeichnen wir ferner diejenige Halbebene, welche 
sich mit I zu einer vollständigen Ebene vereinigt, durch I' (sind 
mit andern Worten I und I' entgegengesetzte Halbebjenen), und 

Kllling, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. X 
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führt man in entsprechender Weise die Halbebenen II' und III' 
ein, so ist (I IT) — (I II) ± *, (II III) = (II III) ± n u. s. w. 

3. Jedesmal, wenn durch die gemeinschaftliche Kante zweier 
Halbebenen I und II eine dritte ^albebene III gelegt wird, sagen 
wir, der Keil (I II) werde in die zwei Keile (I III) und (III II) 
zerlegt, und bezeichnen den Bruch sin (I III) : sin (III II) als das 
Schnittverhältnis der Teilung. Ersetzen wir die Halbebene 
III durch die entgegengesetzte Halbebene III', so bleibt, weil 
sin (IUI') — — sin (Uli), sin (III' II) = — sin (III II) ist, das 
Schnittverhältnis umgeändert. Das Schnittverhältnis ändert sich 
also nicht, wenn man die teilende Halbebene durch die entgegen- 
gesetzte Halbebene ersetzt. Wenn die teilende Halbebene ent- 
weder im Innern des Keiles selbst oder seines Scheitelkeiles liegt, 
so ist das Schnittverhältnis positiv; dagegen hat es einen nega- 
tiven Wert, wenn die teilende Halbebene durch einen der beiden 
Nebenkeile hindurchgeht. 

Fällt man von irgend einem Punkte der teilenden Ebene III 
die Senkrechten auf die beiden ersten Ebenen I und II, so ist 
das Schnittverhältnis der Teilung dem absoluten Betrage nach 
gleich dem Verhältnisse dieser Senkrechten. Es sei nämlich P 
irgend ein Punkt von III; von P sei auf I die Senkrechte PQ t , 
auf II die Senkrechte PQ 2 und auf die Kante die Senkrechte PR 
gefällt. Dann stehen auch die Geraden RQ X und RQ 2 auf der 
Kante senkrecht; folglich ist der Winkel PRQj gleich dem Nei- 
gungswinkel der Ebenen I und III, und PRQ 2 gleich dem der 
Ebenen II und III. Es verhält sich also 

sin (I I II) _ PQ^ 
sin (III II) ± PQ 2 ' 

Da bei dieser Konstruktion nicht die Halbebenen selbst, son- 
dern nur die Ebenen in Betracht kommen, brauchen die beiden 
Verhältnisse im Vorzeichen nicht übereinzustimmen. 

4. Sind I, II, III, IV vier Halbebenen, welche dieselbe Kante 
besitzen, so bezeichnet man als das Doppelverhältnis (III III IV) 
dieser vier Halbebenen den Quotienten aus den beiden Schnitt- 
verhältnissen : 

f I II III IV) = ^M . sinfllVL 
1 ; sin (Hill) • sin (IV II) 
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Aus dieser Definition geht hervor, dafs man jede Halbebene 
mit der entgegengesetzten Halbebene vertauschen darf. Man spricht 
daher auch vom Doppelverhältnis von vier Ebenen. Ist MN die 
gemeinschaftliche Kante, und geht je eine der vier Ebenen der 
Reihe nach durch einen der Punkte A, B, C, D, so wendet man 
auch die Bezeichnung an : (MN : ABCD). 

Den absoluten Betrag eines Doppelverhältnisses von vier 
Ebenen kann man auch in folgender Weise darstellen, bei der 
keine Winkel, sondern nur Strecken benutzt werden. Man fäilt 
von einem beliebigen Punkte P der Ebene III die Senkrechten 
PPi und PPj auf die Ebenen I und II, und ebenso von einem 
beliebigen Punkte Q der Ebene IV die Senkrechten QQ^ und 
QQ2 auf dieselben Ebenen. Dann ist 

(IIIIIIIV) = + PP - ■ ( ^. 

5. Durchschneidet man vier Ebenen eines Büschels 
durch eine beliebige Ebene, so ist das Doppelverhältnis 
der vier Ebenen gleich dem Doppelverhältnisse ihrer 
Schnittlinien mit der fünften Ebene. 

Die vier Ebenen des Büschels seien I, II, III, IV. Die Ebene V 
soll weder durch die Kante g hindurchgehen, noch zu ihr parallel 
sein; sie trifft daher die vier ersten Ebenen in vier Geraden 1, 
2, 3, 4 eines Büschels. Wir betrachten zunächst das Dreikant 
mit den Kanten 1, 3, g und den jedesmal gegenüberliegenden 
Flächen III, I, V. Hierin verhält sich 

sin (1 3) sin (3 g) 
sin (I III) sin (I V) " 

In gleicherweise führt die Betrachtung der Dreikante (2, 3,g), 
(1, 4, g) und (2, 4, g) der Reihe nach zu den Gleichungen: 

sin (2 3) sin (3 g) sin (1 4) _ sin (4g) 

sin (II III) — sin (II V)' sin (I IV) — sin (I V) ' 

sin (2 4) sin (4 g) 

suT(IlW) ~ smäTV)' 

Aus den beiden ersten Gleichungen ergiebt sich durch Di- 
vision : 

sin (1 3) _ sin (I HI) sin (I V) . 
sin (2 3) sin (II III) : sin (II V) ' 
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ebenso folgt aus den beiden letzten: 

sin (1 4) s in (I IV) sin (I V) 
sin (2 4) — sin (II IV) : sin (II V)' 
Es ist also bis auf das Vorzeichen 

sin (1 3) sin (14) sin (I III) sin (I IV) 
sin (2 3) : sin (2 4) — sin (II III) : sin (HIV)' 
Da zudem die Doppelverhältnisse (I II III IV) und (1234) in 
ihrem Vorzeichen übereinstimmen, so sind sie gleich. 

6. Durchschneidet man vier Ebenen eines Büschels 
durch eine beliebige Gerade, so ist das Doppelverhält- 
nis der vier Schnittpunkte gleich dem der vier Ebenen. 

Die Gerade t treffe die vier Ebenen I, II, III, IV der Reihe 
nach in den vier Punkten A, B, C, D. Durch die Gerade t und 
einen beliebigen Punkt der Kante legt man eine Ebene, durch 
welche aus den gegebenen Ebenen die Geraden 1, 2, 3, 4 aus- 
geschnitten werden. Dann ist, wie wir soeben bewiesen haben, 
(1 234) — (I II IH IV). Nach I § 1, 6 ist aber auch (1 234) = (ABCD) ; 
also ist auch das Doppelverhältnis der vier Ebenen I, II, III, IV 
gleich dem der vier Punkte A, B, C, D. 

7. Hiernach kann man, von vier Punkten A, B, C, D einer 
Geraden ausgehend, beliebig viele Quadrupel konstruieren, deren 
Doppelverhältnisse gleich dem der vier gegebenen Punkte sind. 
Man kann z. B. durch eine beliebige Gerade g, welche nicht mit 
der Geraden AB in einer Ebene liegt, vier Ebenen hindurchlegen, 
von denen je eine einen der gegebenen Punkte enthält. Diese 
Ebenen darf man wieder durch eine fünfte Ebene oder eine be- 
liebige gerade Linie durchschneiden; man erhält dadurch vier 
Ebenen, vier Gerade und vier Punkte; das durch vier gleichartige 
Gebilde bestimmte Doppelverhältnis ist gleich dem der gegebenen 
Punkte. 

8. Sind drei Punkte A, B, C in gerader Linie gegeben, so 
wird das Verhältnis AC : CB seinem absoluten Betrage nach auch 
erhalten, wenn man durch C eine beliebige Ebene legt und auf 
dieselbe von A und B aus die Senkrechten AA' und BB' fällt; 
abgesehen vom Vorzeichen ist das Verhältnis AC : CB auch gleich 
dem Quotienten AA' : BB'. 

Bei vier in gerader Linie liegenden Punkten A, B, C, D 
kann man durch die Punkte C und D zwei beliebige Ebenen 
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legen und von A und B auf die erste Ebene die Senkrechten 
AA' und BB', und auf die zweite die Senkrechten AA" und BB" 
fällen; dann ist das Doppelverhältnis 

(ABCD) - ± g£ : g£- 

Übungen. 

1) Zwei beliebige Ebenen liegen harmonisch zu den beiden 
Ebenen, durch welche die von ihnen gebildeten Winkel halbiert 
werden. 

2) Vier durch einen Punkt O gehende Strahlen a, b, c, d, 
von denen keine drei in einer Ebene liegen, bestimmen ein voll- 
ständiges Vierkant; indem man je zwei Kanten durch eine Ebene 
verbindet, erhält man die sechs Seiten des Vierkants; die Schnitt- 
linie von je zwei gegenüberliegenden Seiten wird eine Diagonal- 
kante genannt; das Vierkant hat drei Diagonalkanten. 

a) Irgend zwei Diagonalkanten liegen harmonisch zu den 
Schnittlinien ihrer Verbindungsebene mit denjenigen beiden Seiten, 
welche durch die dritte Diagonalkante gehen. 

b) Irgend zwei Kanten liegen harmonisch zu der in ihrer 
Verbindungsebene liegenden Diagonalkante und derjenigen Geraden, 
in welcher diese Ebene von der Verbindungsebene der beiden 
andern Diagonalkanten geschnitten wird. % 

3) Irgend vier Punkte einer Kugelfläche, von denen keine 
drei in einem Hauptkreise liegen, bestimmen ein vollständiges 
sphärisches Viereck; jeder Hauptkreis, der zwei dieser Punkte 
verbindet, heifst eine Seite, und jeder Schnittpunkt von zwei 
Gegenseiten ein Diagonalpunkt des Vierecks. Das Viereck hat 
sechs Seiten und sechs Diagonalpunkte; aber die letzteren ordnen 
sich zu drei Paaren von Gegenpunkten. Mit Hilfe der Übung 2) 
übertrage man die in I § 7 (S. 46) für das vollständige Viereck 
der Ebene bewiesenen Sätze auf die Kugel. 

4) Irgend vier Hauptkreise einer Kugel, von denen keine drei 
durch denselben Punkt gehen, bilden ein vollständiges sphärisches 
Vierseit. Dasselbe enthält zwölf Eckpunkte, welche sechs Paare 
von Gegenpunkten bilden, und drei Diagonalen. Man beweise 
den Satz, dafs jede Diagonale eines vollständigen sphärischen 
Vierseits durch die andern beiden Diagonalen harmonisch geteilt 
wird. 
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5) a) In einer Geraden sind drei Punkte a, ß> y gegeben; 
wie hat man einen Punkt O zu wählen, damit der Winkel aOß 
durch Oy halbiert wird? 

b) Wie hat man die Gerade g zu wählen, damit der durch 
die Ebenen (ga) und (gß) gebildete Winkel durch die Ebene (gy) 
halbiert wird? 

6) a) Ein (ebener) Strahlenbüschel und ein Ebenenbüschel 
sind perspektiv auf einander bezogeri, wenn der Mittelpunkt des 
ersten in der Axe des zweiten und jeder Strahl des ersten in der 
entsprechenden Ebene des zweiten liegt. 

b) Der Ebenenbüschel mufs, wie der Strahlenbüschel und die 
Punktreihe (I S. 6), als ein einstufiges Elementargebilde betrachtet 
werden. Man ordne zwei beliebige derartige Gebilde einander 
perspektiv zu; speciell gebe man die Bedingungen an, unter denen 
zwei Ebenenbüschel einander perspektiv zugeordnet sind, oder 
unter denen ein Ebenenbüschel einer Punktreihe oder einem 
Strahlenbüschel perspektiv entspricht. 

c) Man weise nach, dafs zwei perspektiv auf einander be- 
zogene einstufige Gebilde einander auch projektiv entsprechen. 

7) a) Auf der einen von zwei windschiefen Geraden sind 
vier Punkte «, ß, y, 6 und auf der andern drei Punkte d> ß' y y 
gegeben; man soll auf. der zweiten Geraden einen Punkt rf' der- 
artig bestimmen, dafs die Doppelverhältnisse (aßyö) und (a'ß'y'ö') 
einander gleich sind. 

(Durch einen beliebigen Punkt X der Geraden ad lege man 
eine Gerade g, welche die geraden Linien ßß und yy schneidet; 
der Schnittpunkt 6' der Ebene (gd) mit der zweiten Geraden ist 
der gesuchte Punkt.) 

b) Entsprechende Punkte in zwei projektiv auf einander be- 
zogenen Punktreihen, deren Träger windschief zu einander liegen, 
können immer als Schnittpunkte derselben Ebene eines Büschels 
mit den Trägern angesehen werden. 

c) Sind a, ß, y und a\ ß\ y entsprechende Punkte in zwei 
projektiven Punktreihen, so kann jede Gerade, welche die drei 
Linien ad 9 ßß' und yy' schneidet, als Axe eines Ebenenbüschels 
von der in b) angegebenen Eigenschaft genommen werden. 

8) a) Durch die eine von zwei windschiefen Geraden gehen 
vier Ebenen A, B, C, D, durch die andere drei Ebenen A', B', C'; 
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man soll durch die zweite Gerade eine Ebene D' so legen, dafs 
die Doppelverhältnisse (ABCD) und (A'B'C'D) einander gleich sind. 
(Eine beliebige durch die Schnittlinie von A und A' gelegene 
Ebene schneide die Schnittlinie (BB') in ß und die Schnittlinie 
(CC) in y; wenn jetzt die Gerade ßy die Ebene D in 6 trifft, so 
mufs die Ebene D' durch ö gehen.) 

b) Wenn zwei Ebenenbüschel, deren Axen windschief zu 
einander liegen, projektiv auf einander bezogen sind, so läfst sich 
stets eine gerade Linie so finden, dafs sie von je zwei entspre- 
chenden Ebenen in demselben Punkte geschnitten wird. 

c) Die in b) angegebene Eigenschaft haben unendlich viele 
gerade Linien in Bezug auf zwei gegebene projektive Ebenen- 
büschel. 

§2- 
Das Koordinaten-Tetraeder. 

1. Wie eine Ebene den Raum in zwei Teile zerlegt und 
zwei einander schneidende Ebenen vier Raumteile gegen einander 
abgrenzen, ebenso führen drei Ebenen, welche drei in einem 
Punkte zusammenstofsende Kanten besitzen, eine Zerlegung des 
Raumes in acht Teile herbei. Jede Kante zerfällt durch den ge- 
meinschaftlichen Schnittpunkt in zwei entgegengesetzte Strahlen; 
es seien dies a und a', b und b', c und c'. Je drei vom Schnitt- 
punkte ausgehende Strahlen, die verschiedenen Geraden ange- 
hören, bestimmen ein Dreikant; somit erhalten wir folgende acht 
Dreikante : 

(a b c), (a' b c), (a b' c), (a b c), (a b' c'), (a' b c'), 

(a'b'c), (a'b'c'). 
Die gegenseitige Lage dieser acht Dreikante brauchen wir 
nicht zu erörtern; es genügt, daran zu erinnern, dafs jedes Drei- 
kant ein Gegendreikant besitzt, dessen Kanten jedesmal die Ver- 
längerungen der Kanten des ersteren bilden. 

Jeder Punkt des Raumes, der nicht auf einer der gegebenen 
drei Ebenen liegt, gehört dem Innern eines unter diesen acht 
Dreikanten an. 

2. Tritt eine vierte Ebene hinzu, welche mit jeder der drei 
Kanten einen Punkt gemein hat, ghne durch ihren gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkt hindurchzugehen, so kann sie nur jedesmal 
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einen der von diesem Punkte ausgehenden Strahlen treffen. Wir 
nehmen an, die vierte Ebene schnitte jeden der drei Strahlen a, 
b, c, hätte also mit den Strahlen a', b', c' keinen Punkt gemein. 
Dann wird das Dreikant (a'b'c') durch die vierte Ebene nicht 
zerlegt; dagegen tritt dieselbe in jedes der andern sieben Drei- 
kante ein, fuhrt also eine Teilung derselben herbei. Demnach 
zerlegen die vier Ebenen den Raum in fünfzehn Teile. 

3. Ehe wir diese näher charakterisieren, beachten wir fol- 
gendes. Verbindet man zwei Punkte, die auf verschiedenen 
Schenkeln eines ebenen Winkels liegen, durch eine Strecke, so 
zerlegt diese das Winkelfeld in ein Dreieck und ein ungeschlossenes 
Dreiseit. So zerlegt sich in der Figur auf S. 9 T. I das Winkel- 
feld O^OiOis durch die Strecke 2 8 in das Dreieck Oi0 2 O s 
und das ungeschlossene Dreiseit OigO^OsOis. 

Zieht man aber innerhalb eines Winkelfeldes einen Strahl, 
der von einem Punkte des einen Schenkels ausgeht, ohne den 
andern Schenkel zu treffen, so zerfällt das Winkelfeld in ein 
Winkelfeld und ein ungeschlossenes Dreiseit. Wenn z. B. von 
dem Punkte D auf dem einen Schenkel AB des Winkels BAC ein 
Strahl DE in das Innere eintritt, ohne den Schenkel AC zu treffen, 
so zerfällt der Winkel BAC in den Winkel BDE und das unge- 
schlossene Dreiseit EDAC. 

4. Gehen wir jetzt dazu über, die fünfzehn Teile zu cha- 
rakterisieren, in welche der Raum durch die vier Ebenen zerlegt 
wird. Vom Dreikant (abc) werden die drei Kanten getroffen; 
daher wird jedes der drei Winkelfelder in ein Dreieck und ein 
ungeschlossenes Dreiseit zerlegt. Auf der vierten Ebene liegt im 
Innern des Dreikants (abc) ein endliches Dreieck. Das Dreikant 
wird also in einen endlichen, von lauter Dreiecken begrenzten 
Teil, ein Tetraeder, und einen unendlichen Teil zerlegt. Der 
letztere wird von einem in der vierten Ebene gelegenen Dreieck 
und drei ungeschlossenen Dreiseiten (die auf den drei andern 
Ebenen liegen) begrenzt. 

Was die Zerlegung des Dreikantes (ä'bc) betrifft, so werden 
die Kanten b und c durch die vierte Ebene getroffen, die Kante 
a' aber nicht. Der innerhalb dieses Dreikants gelegene Teil der 
vierten Ebene bildet ein ungejchlossenes Dreiseit, von welchem 
ein Eckpunkt in der Kante b und einer in der Kante c liegt. 
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Das Winkelfeld (bc) zerlegt sich in ein Dreieck und ein unge- 
schlossenes Dreiseit. Dagegen zerfällt sowohl das Winkelfeld (a'b) 
wie das Winkelfeld (a'c) in ein ungeschlossenes Dreiseit und ein 
Winkelfeld. Der eine Kaumteil wird von einem endlichen, in 
(bc) gelegenen Dreieck und drei ungeschlossenen Dreiseiten be- 
grenzt. Der andere Raumteil hat zur Begrenzung zwei Winkel- 
felder und zwei ungeschlossene Dreiseite; erstere liegen in den 
Ebenen (ab) und (a'c); von den Dreiseiten liegt das eine in der 
Ebene (bc), das andere in der vierten Ebene. 

Dieselbe Teilung wird bei den Dreikanten (ab'c) und (abc') 
herbeigeführt. 

Von den Kanten des Dreikants (abc) wird nur die Kante a 
durch die vierte Ebene getroffen und in eine Strecke und einen 
Strahl zerlegt. Derjenige Teil der vierten Ebene, der im Innern 
dieses Dreikants liegt, bildet ein Winkelfeld. Jedes der Winkel- 
felder (ab') und (ac) wird in ein ungeschlossenes Dreiseit und 
ein neues Winkelfeld zerlegt, während das Feld (b'c') keine Tei- 
lung erleidet. Der eine von den Teilen, in welche das Dreikant 
(ab'c') durch die vierte Ebene zerlegt wird, wird von zwei un- 
geschlossenen Dreiseiten und zwei Winkelfeldern, der andere von 
drei Winkelfeldern begrenzt; der letztere ist wiederum ein Dreikant. 

Auch die Dreikante (a'bc') und (a'b'c) werden in gleicher 
Weise zerlegt. 

5. Zu demselben Ergebnisse gelangen wir auch, wenn wir 
direkt von den vier Ebenen ausgehen und nach den Gebilden 
fragen, welche der einzelne Raumteil mit dem durch die Ebenen 
begrenzten Tetraeder gemeinschaftlich hat. 

Wir erkennen nämlich sofort, dafs ein Raumteil, der von den 
vier Ebenen des Tetraeders begrenzt wird und auf seiner Grenze 
zwei von den Dreiecken enthält, welche der Oberfläche des 
Tetraeders angehören, mit dem Innern desselben identisch wird. 
Überhaupt kann einer von den Teilen, in welche der Raum durch 
die vier Ebenen zerlegt wird, falls er vom Innern des Tetraeders 
verschieden sein soll, mit der Begrenzung desselben entweder eine 
Fläche (ein Dreieck) oder eine Kante oder einen Punkt (einen 
Eckpunkt) gemeinschaftlich haben; es giebt aber keinen Raum- 
teil, der nicht wenigstens in einem Punkte an das Tetraeder 
herantritt. 
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Wir nennen Oi, 2 , O s , 4 die Eckpunkte des Tetraeders 
und bezeichnen mit Oi 2 einen Punkt der Geraden Oi0 2 , der in 
der Verlängerung über 2 hinaus liegt. In entsprechender Weise 
mögen die Punkte 2 i, 13 , 31 u. s. w. eingeführt werden. 

Soll jetzt ein Teil des Raumes das Dreieck O2O3O4 zur 
Grenze haben, ohne mit dem Innern des Tetraeders identisch zu 
sein, so müssen die Verlängerungen der drei andern Kanten über 
2 , O3, O4 hinaus, also die Strahlen 2 0i 2 , O3O13, O4O14 auf 
seiner Grenze liegen. Dieser Raumteil wird von dem endlichen 
Dreieck 2 3 4 und drei ungeschlossenen Dreiseiten begrenzt. 
Solcher Teile giebt es vier; jeder wird erhalten, wenn man von 
einem durch drei zusammenstofsende Kanten des Tetraeders ge- 
bildeten Dreikant das Innere des Tetraeders hinwegnimmt. 

Wir fragen jetzt nach denjenigen Raumteilen, welche mit 
dem Tetraeder in einer Kante zusammenstofsen. Soll ein Raum- 
teil auf seiner Grenze die Strecke Oi0 2 haben, so müssen die 
Verlängerungen der von den Punkten O x und 2 ausgehenden 
andern Kanten der Grenze angehören, also die vier Strahlen 
O1O31, Oj0 4 i, 2 32 , 2 42 . Die Grenze besteht aus den 
beiden Winkelfeldern OsiOiC^i und 32 2 42 , sowie aus zwei 
ungeschlossenen Dreiseiten, nämlich 3 i Oi 2 32 u. 41 Oi O2O42. 
Den sechs Kanten des Tetraeders entsprechend giebt es sechs 
derartige Raumteile. 

Wenn endlich ein Raumteil nur in einem Eckpunkte mit 
dem Tetraeder zusammenstöfst, so liegen an seiner Grenze die 
Verlängerungen der von diesem Eckpunkte ausgehenden Kanten. 
Jeder derartige Raumteil besteht aus dem Innern eines Dreikants, 
des Gegendreikants zu demjenigen, welches die von demselben 
Eckpunkte ausgehenden Kanten des Tetraeders bilden. 

6. Hiernach können die 15 Teile, in welche der Raum durch 
die gegebenen vier Ebenen zerlegt wird, in folgender Weise cha- 
rakterisiert werden. 

I. Das Innere des Tetraeders Oi0 2 O d 4 . 

II. — V. Vier Raumteile, von denen jeder in einem Dreieck 
mit dem Tetraeder zusammenstöfst. Der Teil II hat die drei 
Ecken 2 , O s , 4 , drei endliche Kanten 3 4 , 4 2 , 2 0», 
und drei unendliche Kanten 2 O l2 , 3 18 , 4 O l4 , sowie eine 
endliche Grenzfläche 0^0 3 4 und drei unendliche 0, 2 0«0 3 O l3 , 
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O13O3O4O14, OnC^OjO^. In entsprechender Weise hat der 
Raumteil III mit dem Tetraeder die Fläche OiO s 4 , IV die Hache 
Oi0 2 3 und V die Fläche OiOt0 3 gemeinschaftlich. 

VI. — XL Sechs Teile, von denen jeder mit dem Tetraeder 
nur eine Kante gemeinschaftlich hat. Der Teil VI hat die Ecken 
Oi und 2 , eine endliche und vier unendliche Kanten; die letz- 
teren sindOiOsi, O1O41, 0*0 32 , O2O42; seine Grenze besteht 
aus zwei Winkelfeldern und zwei ungeschlossenen Dreiseiten. In 
entsprechender Weise liegen die Raumteile VII, VIII, IX, X, XI 
der Reihe nach an den Kanten C^Oj, Oi0 4 , 2 O s , 2 4 , O3O4. 

XII. — XV. Vier Raumteile, von denen jeder nur in einem 
Eckpunkte an das Tetraeder anstöfst. Der Raumteil XII ist das 
Innere des Dreikants (C^ :0 2 i0 3 iC>4i). Ebenso hat das Drei- 
kant XIII seinen Scheitel in 2 , das Dreikant XIV in 3 und 
das Dreikant XV in 4 . 

7. Die Senkrechten, welche von einem Punkte P auf die 
vier Ebenen des Tetraeders O1O2O3O4 gefällt werden können, 
mögen mit pi, p 2 , p 3 , P4 bezeichnet werden, und zwar soll p t 
auf der Ebene 2 3 4 , p 2 auf der Ebene C^Os 4 , p 3 auf der 
Ebene Oi0 2 4 und p 4 auf der Ebene Oi0 2 3 senkrecht stehen. 
Da wir die vier Senkrechten benutzen wollen, um die Lage der 
Punkte des Raumes zu bestimmen, so soll das zu Grunde gelegte 
Tetraeder das Koordinaten-Tetraeder heifsen. Jede der vier 
Senkrechten wird mit dem Zeichen + oder — versehen, jenach- 
dem sie auf der einen oder andern Seite der zugehörigen Ebene 
liegt, und zwar soll die Wahl der Vorzeichen so getroffen werden, 
dafs die vier Senkrechten das positive Vorzeichen haben, wenn 
der Punkt P im Innern des Tetraeders liegt. 

Hiernach gelten für die 15 Teile folgende Vorzeichen : 

Pi P* P3 P4 



I 


+ 


+ 


+ 


+ 


II 


— 


+ 


+ 


+ 


III 


+ 


— 


+ 


+ 


IV 


+ 


+ 





+ 


V 


+ 


+ 


+ 


— 


VI 


+ 


+ 








vu 


+ 





+ 
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Pl 


Ps 


Pj 


P* 


VIII 


+ 








+ 


IX 


— 


+ 


+ 





X 


— 


+ 





+ 


XI 








+ 


+ 


XU 


+ 











XIH 





+ 








XIV 





. 


+ 





XV 


— _ 


- 


— 


+ 



8. Die vier Höhen des Tetraeders mögen mit hj, h 2 , h 8 , 
h 4 , die vier Grundflächen mit Ai> /\ 2 > A3> A4 bezeichnet 
werden. Liegt der Punkt P im Innern des Tetraeders, so kann 
man dasselbe in vier Tetraeder zerlegen, von denen jedes eine 
Seite des Tetraeders zur Grundfläche und den Punkt P zur Spitze 
hat. Der Inhalt II des gegebenen Tetraeders ist gleich der Summe 
dieser vier Teile; es besteht also die Gleichung: 

A1P1 + A2P2 + AsPs A4P4 = 3Z7. 
Da aber 3Z7= Aihi = Aab^ = Aah« = A*^ ist, so zeigt 
sich, dafs zwischen den vier Senkrechten p! . . . p 4 die Relation 
besteht: 

W h^h^hs+lu l * 

Will man bei einer andern Lage des Punktes P das gegebene 
Tetraeder aus den vier Pyramiden zusammensetzen, von denen 
jede eine Seite des Tetraeders zur Grundfläche und den Punkt P 
zur Spitze hat, so mufs man von der Summe derjenigen Pyra- 
miden, deren Spitze der Grundfläche gegenüber in demselben 
Halbraume mit dem Tetraeder liegt, diejenigen abziehen, deren 
Spitzen im entgegengesetzten Halbraume der Grundfläche gegen- 
über liegen. Für die ersteren ist aber die Senkrechte positiv, für 
die letzteren negativ. Indem man in den einzelnen Produkten 
die Senkrechten mit ihren Vorzeichen versieht, hat man die al- 
gebraische Summe der vier Produkte zu bilden. Die Formel (1) 
gilt also für jede Lage des Punktes P. 

Übungen : 

1) a) Für die Punkte der Kante C^O* sind p 3 und p 4 gleich 
null; man gebe die Vorzeichen an, welche die beiden andern 
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Senkrechten pi und p 2 für die Punkte auf den drei Teilen erhalten, 
in welche diese Kante durch die Punkte Oi und 2 zerlegt wird. 

b) Man löse die entsprechende Aufgabe für jede andere Kante 
des Tetraeders. 

2) a) Für die Punkte der Ebene Oi0 2 3 ist p 4 — Ö. Diese 
Ebene wird durch die in ihr gelegenen Kanten des Tetraeders 
in sieben Teile zerlegt; man gebe die Vorzeichen an, welche die 
Senkrechten p l5 p 2 , p 3 für die Punkte in jedem dieser sieben 
Teile haben. 

b) Man stelle die entsprechende Untersuchung für die übrigen 
Ebenen des Tetraeders an. 

3) Welche von den vier Senkrechten pi, p 2 , p 3 , P4 ändern 
ihr Vorzeichen beim geradlinigen Durchgange 

a) durch die Ebene Oi0 2 3 , 

b) durch die Ebene 2 3 4 , 

c) durch die Kante 1 2 , 

d) durch die Kante Oj0 8 , 

e) durch die Kante 2 3 , 

f) durch die Kante 3 4 , 

g) durch den Punkt Oi, 
h) durch den Punkt 4 ? 

4) a) Für welchen Punkt ist pi = p 2 — ■ p 3 ■— p 4 ? 

b) Für welchen Punkt ist p! = p 2 — p 3 = — p 4 ? 

c) Für welchen Punkt ist p 2 = p 3 = p 4 = — Pi ? 

d) Für welchen Punkt ist p t — p 2 = — p 3 = — p 4 ? 

§ 3. 

Die Geraden und die Ebenen des Raumes. 

1. Der Punkt, von dem aus die Senkrechten p! . . . p 4 aut 
die vier Koordinatenebenen gefällt werden können, soll kurz als 
Punkt (pi, p 2 , p 3 , p 4 ) oder als Punkt (p) bezeichnet werden. Sind 
0, l, 2 drei Punkte einer geraden Linie, so liegen bekanntlich 
auch die Fufspunkte der Senkrechten, die man von ihnen aus auf 
eine Ebene fällt, in gerader Linie. Daher gilt auch für diese drei 
Senkrechten der in I § 3, 1 (S. 13) bewiesene Satz. Sind also 
pt . . . p 4 die Senkrechten des Punktes 0; pi' . . . p 4 ' die des 
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Punktes 1; pj" . . . p 4 " die des Punktes 2, so bestehen die Glei- 
chungen : 

Pi — (l + p)Pi' — QPi 
(1) Pa = <l + e)Pi' — (>P2 
Ps =(!+(>) ps' — ^Ps 
p 4 — (1 + p) p 4 ' — ep*' 

wo () das Verhältnis, angiebt, nach welchem die Strecke 02 

im Punkte 1 geteilt wird und wo wieder - — r-^- — — ist. 

° 1 + q 02 

2. Sind drei Punkte (aj ... a 4 ), (b! . . . b 4 ), (ci . . . c 4 ) ge- 
geben, die nicht in einer geraden Linie liegen, so verbinde man 
einen beliebigen Punkt (pi . . . p 4 ) in der durch die drei Punkte 
bestimmten Ebene mit dem Punkte (a) durch eine gerade Linie 
und bestimme den Schnittpunkt (di . . . d 4 ) dieser Geraden mit 
der Verbindungslinie der Punkte (b) und (c). Da die Punkte (b), 
(c), (d) in gerader Linie liegen, so bestehen die Gleichungen: 

di = (1 + q) W — qc x 

d 2 = (1 + q) b* — QCi 

d 3 = (1 + q) b 3 — (>c 3 

d 4 = (1 + Q) b 4 — (>c 4 , 

wo q das Schnittverhältnis ist, nach welchem die Strecke (de) 
im Punkte (b) geteilt wird. Auch die Punkte (a), (d), (p) gehören 
einer geraden Linie an; daher mufs auch sein: 

Pi = (1 + ö) ^ — oa x 

p 2 = (1 + ö) d 2 — öa 2 

p 3 = (1 + o) d 8 — öa 3 . 

p 4 = (1 + o) d 4 — öa 4 , 

wo die von den Punkten (p) und (a) begrenzte Strecke im Punkte 
(d) nach dem Verhältnisse o geteilt wird. Indem man jetzt setzt: 

(1 + Q) (1 + 0) = il y - Q (1 + 0) = p, - = 2, 

gehen hieraus die Gleichungen hervor: 

Pi = iai + f^i + vd 

(3) P * — *** "*" *** ~*~ VC * 
p 3 — Aa 3 -f (ib s + vc s 

p 4 = Aa 4 + ^b 4 + rc 4 . 

4. Für einige spätere Untersuchungen ist es von Wichtigkeit, 
die geometrische Bedeutung der Koefficienten X> p, p anzugeben. 
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Zu dem Ende wollen wir die Punkte (a), (b), (c), (d), (p) mit 
A, B, C, D, P der Reihe nach bezeichnen; dann ist 

_ PD PD 
*— ~ ö= ~ DÄ™ÄD* 
Wir bezeichnen noch die von P auf die Geraden BC, CA 
und AB gefällten Senkrechten mit q i9 q i9 q 3 und die Höhen des 
Dreiecks ABC mit 7] ly r\ t9 jy 8 . Dann folgt: 

v ' AD f} X 

Nun würde man doch in den Gleichungen (3) zu denselben 
Koefficienten A, fi> v gelangt sein, wenn man statt der Hilfslinie 
AP die Hilfslinie BP oder CP gezogen hätte. Statt daher den 
Wert von p und v vermittelst der bekannten Werte von q und a 
herzuleiten, kann man aus der Gleichung (4) unmittelbar schliefsen, 
dafs ist: 

(5) ,-*, „-*. 

Aus den obigen Gleichungen folgt, dafs A + ^ + i> = l ist; 
diese Gleichung ergiebt sich auch aus den Werten (4) und (5). 

4. Die Gleichungen (3) können als homogen lineare Glei- 
chungen zwischen den vier Gröfsen — 1, Z> p, v betrachtet 
werden. Diese sind nur dann mit einander vereinbar, wenn die 
aus den Koefficienten dieser Gröfsen gebildete Determinante ver- 
schwindet. Damit also der Punkt (p) mit den Punkten (a), (bj, 
(c) in einer Ebene liegt, mufs die Gleichung erfüllt sein: 

Pi *! b! Ci 

p* a 2 b 2 c 2 

Ps 23 bj C3 

p 4 a 4 b 4 c 4 

Wir nennen diese Bedingung die Gleichung der durch die 
Punkte (a), (b), (c) gelegten Ebene; wie wir sehen, ist sie homogen 
linear in den Senkrechten pi . . . p 4 . 

5. Um diese Gleichung in einer zweiten Weise herzuleiten, 
gehen wir entsprechend der in I § 3, 3 (S. 14) durchgeführten 
Betrachtung von drei Ebenen 1, 2, aus, die sich in einer geraden 
Linie schneiden. Von einem beliebigen Punkte M des Raumes 
fällen wir die Senkrechten auf diese drei Ebenen und auf die gemein- 
schaftliche Schnittlinie; die ersten seien MNi, MN 2 , MN , die 



(6) 



= 0. 
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letzte sei MC. Dann stehen auch die Geraden CN , CNi, CN* 
auf der Kante senkrecht. Diese drei Linien liegen also in der 
Ebene, welche im Punkte C auf der Kante senkrecht steht. Daher 
dürfen wir den in I § 3, 4 bewiesenen Satz auf unsere Figur 
anwenden und erhalten, wenn wir mit nii, m 2 , m 3 die vom 
Punkte M auf die drei Ebenen 1, 2, gefällten Senkrechten 
und mit (12), (20), (Ol) die Neigungswinkel von je zwei dieser 
Ebenen bezeichnen, die Gleichung: 

(7) m sin (12) + m, sin (20) + m 2 sin (Ol) = 
oder 

(8) mö = Qtni + öm 2 , 
wenn ist 

_ sh^(02) _ sin^(0l) a sin (10) 

Q — sin (21)' ° ~~ sin (12)' q sin (02)' 

In der Gleichung (8) ändern sich die Koefficienten q und a 
nicht, wenn man den Punkt M durch irgend einen andern Punkt 
des Raumes ersetzt. 

6. Die Koordinatenebenen Oi0 3 04, 0x03 04, OiO*0 4 und 
0i0 2 3 mögen der Reihe nach kurz durch I, II, III, IV be- 
zeichnet werden. Ist V eine beliebige Ebene, so möge sie die 
Ebene IV in der Geraden (IV V) schneiden. Durch (IV V) und 
den Punkt O4 lege man eine neue Ebene VI. Diese schneidet 
die Ebene III in einer vom Punkte 4 ausgehenden Geraden 
(III VI). Durch diese Gerade und den Punkt O s läfst sich eine 
neue Ebene VII hindurchlegen. Von einem beliebigen Punkte P 
des Raumes fällen wir auf die sieben Ebenen Senkrechte und 
fügen, um dieselben nach Gröfse und Richtung zu bezeichnen, 
an das Zeichen p die der Ebene entsprechende Marke aus der 
Reihe 1 ... 7 an, so dafs p t die auf die Ebene I, . . . p 7 
die auf die Ebene VII gefällte Senkrechte angiebt. Da die Ebene VII 
durch die Punkte 3 und 4 und somit durch die Kante der 

Ebenen I und II hindurchgeht, so gilt nach (8) die Gleichung: 

p 7 = api 4- 0p 2 . 

Ebenso haben die Ebenen VI, VII und III eine gemeinschaft- 
liche Kante; daher mufs sein: 

Pe = 7p7 + <?P3 ; 
und da auch die Ebenen V, VI und IV einem Büschel angehören, 

folgt: p 5 — ep 6 + £p 4 . 
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Daraus ergiebt sich: 

p 5 — «7«pi + ßyepi + dtp 8 + £p 4 . 

Hier schreiben wir q statt p=>, Zi statt aye y a 2 statt ßye, a 3 
statt de und a 4 statt £. Dann erhalten wir als Wert der vom 
Punkte P (= pi . . . p 4 ) auf die Ebene V gefällten Senkrechten : 

(9) q = a>p! + a 2 p 2 + a 3 p 3 + a 4 p 4 , 
wo die Koefficienten a, , a 2 , a 8 , a 4 nur von den vorher benutzten 
Koefficienten a . . . £ und somit nur von der Lage der Ebene V 
zu den Ebenen I, II, III, IV abhangen. Die Koefficienten ai . . . a 4 
ändern sich also nicht, wenn man den Punkt P durch irgend 
einen andern Punkt des Raumes ersetzt. 

7. Die Unabhängigkeit dieser Koefficienten von der Wahl 
des Punktes P benutzen wir, um die geometrische Bedeutung 
derselben zu finden. Wenn wir den Punkt P mit dem Punkte 
Oi zusammenfallen lassen, werden p 2 =p 3 =p 4 = 0; p! geht 
in die vom Punkte Oi ausgehende Höhe hi des Tetraeders und 
q in die Senkrechte über, welche von O x aut die Ebene V ge- 
fällt ist. Indem wir diese Senkrechte gleich r! setzen, nimmt 
die Gleichung (9) bei dieser Lage von P die Gestalt an : r! =» a! h x . 
Wir nennen in gleicher Weise die von den Eckpunkten 2 , O s , 
4 ausgehenden Höhen des Tetraeders h 2 , h 3 , h 4 und bezeichnen 
die von diesen drei Punkten auf die Ebene V gefällten Senk- 
rechten der Reihe nach mit r 2 , r 8 , r 4 . Dann gelangen wir da- 
durch, dafs wir den Punkt P erst mit 2 , dann mit O s und 
endlich mit 4 zusammenfallen lassen, zu den Gleichungen: 

r 2 = a 2 h 2 , r 3 = a 3 h 3 , r 4 = a 4 h 4 . 
Wir können hieraus die Koefficienten a^ a 2 , a 3 , a 4 vermittelst 
der Gröfsen r X9 r 2 , r 3 , r 4 ausdrücken und demnach die Gleichung 
(9) durch die folgende ersetzen: 

(10) q = -p 1 +_p, +1 -p3+ I -p 4 , 

wo r,, r 2 , r 3 , r 4 die Senkrechten angeben, welche von den 
Punkten O^ 2 , 3 , 4 auf die Ebene gefällt sind, während q 
den senkrechten Abstand des Punktes (p { ... p 4 ) von dieser 
Ebene darstellt. 

8. Soll der Punkt P in der Ebene V liegen, so mufs q = 
sein. Die Bedingung dafür, dafs der Punkt (pi . . . p 4 ) dieser 
Ebene angehört, kann also im Anschlufs an (9) durch die Gleichung 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 2 
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(11) a,pi + a,p t + a 5 p 8 + a 4 p 4 = 
oder im Anschlufs an (10) durch die Gleichung 

(12) ^p.+J^+gp.+^-o 

ausgedrückt werden. 

9. Ein zweites Koordinatensystem möge durch die vier Ebenen 
I', II', ET, IV gegeben sein. Wir nennen q w q 2 , q s , q 4 die 
Senkrechten, welche vom Punkte (p! . . . p 4 ) der Reihe nach auf 
diese Ebenen gefällt werden können. Diese neuen Senkrechten 
können, wie die Gleichung (9) lehrt, unter Benutzung von sech- 
zehn konstanten Gröfsen 

a l i • • • 3-1 4 



a 4 i . . . a 44 
in folgender Weise ausgedrückt werden: 

<h = a nPi + a i2P 2 + a isP* + a i4Pi 

(IS) ^ 2 = * 21 ^ 1 ' a 22P2 "T a 23P3 "T~ a 24?4 
^3 =a 3lPl + a 32p2 + a 33Ps + a 34Pi 
q4= a 4lPl + a 42p2 + a 43P 3 + a 44P4« 

Die vier Konstanten a lx , a 12 , a 13 , a 14 hangen ab von den 
vier Senkrechten, welche von den Punkten A x , A 2 , A 3 , A 4 auf 
die Ebene I' gefällt werden können. Wir wollen diese Senk- 
rechten der Reihe nach mit r lly r 12 , r 13 , r 14 bezeichnen. Ebenso 
mögen von den vier Punkten Oi . . . 4 auf die Ebene II' die 
Senkrechten r 2 i . . . r 24 , auf IH' die Senkrechten r 31 . . . r 34 und 
auf IV die Senkrechten r 4l . . . r 44 gefällt werden. Hiernach 
gehen die Gleichungen (13) in die folgenden über: 

qi = 

qi -^ Pi +\r" P* +ü^ Ps +ü z ~ P4 



r ll 


P'+h" 

11 2 


P>+h ia 

"3 


f+h'; 


r 2 1 


11 2 


P'+h" 

11 3 


P'+t; 


r si 


P'+h" 

"2 


P*+h" 

1J 3 


" + h ; 


f 4 1 

hi 


Pl + h 
11 2 


P2+ h 
11 3 


» + h'/ 



q«"-uPi-rif-P»TuP»-ruP4 



q* =r^ Pi +r^ P» +r^ P» +r^P4 
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Übungen : 

1) Von einem Punkte sind die Senkrechten (pi' . . . p*), von 
einem zweiten die Senkrechten (p/' . . . p 4 ") auf die Ebenen des 
Koordinatentetraeders gefällt; wie grofs sind die Senkrechten, 
welche von der Mitte ihrer Verbindungsstrecke auf dieselben 
Ebenen gefällt werden können? 

2) Welche Werte haben die Senkrechten auf die Koordinaten- 
ebenen für folgende Punkte: 

a) für die Mitten M l2 , M 18 . . . M 34 der sechs Kanten OiO*, 
C^Os . . .O3O4? 

b) für den Punkt, in welchem die Verbindungsstrecke der 
Punkte M 34 und 2 nach dem Verhältnisse 2 : 1 geteilt wird? 

c) für den Schwerpunkt T x des Dreiecks 2 8 4 ? 

d) für den Punkt S, in welchem die Verbindungsstrecke des 
Eckpunktes Oi mit dem Schwerpunkt Ti des Dreiecks 2 8 4 
so geteilt wird, dafs OiS = 3STx ist? 

e) für den Punkt, in welchem die Verbindungsstrecke von 
2 mit dem Schwerpunkte des Dreiecks O1O3O4 nach dem 
Verhältnis 3 : 1 geteilt wird? 

f) für die Mitte der Verbindungsstrecke M 12 M 34 (Üb. a)? 

g) für die Mitte der Strecke M 13 M 24 ? 

h) Welche Lehrsätze ergeben sich aus den in d) — g) ge- 
fundenen Werten? 

3) Zu dem Tetraeder O x 2 3 4 nehme man ein Tetraeder 
A 1 A 2 A 3 A 4 hinzu. Von A x seien auf die Seiten des ersten 
Tetraeders die Senkrechten p/ . . . p 4 ', von A 2 die Senkrechten 
Pi" . . . p 4 ", von A 8 desgleichen p x w . . . p 4 '" und von A 4 endlich 
Pi"" • • • P4"" gefällt. Jetzt bestimme man diejenigen Punkte, 
welche für das Tetraeder A 1 A 2 A g A 4 den in 2) a)— g) ange- 
gebenen Punkten entsprechen, und gebe die Gröfse der Senk- 
rechten an, welche von diesen Punkten auf die Ebenen des 
Tetraeders O a 2 3 4 gefällt werden können. 

4) Welche Beziehung findet statt zwischen den Senkrechten 
Pi> P2> P3> P4> welche von einem beliebigen Punkte 

a) der Halbierungsebene des von den Ebenen C^OgC^ und 
2 3 4 gebildeten Keiles, 

b) der Halbierungslinie des Nebenkeiles von (0 1 3 4> 

o 2 o 8 oj, 

2* 
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c) der Halbierungsebene des Keiles (0 1 2 3 , 2 3 4 ), 

d) der Halbierungsebene des Nebenkeiles von 

(0,0 2 8 , o 2 o s o 4 ) 

auf die Ebenen des Tetraeders gefällt werden können? 

5) Der Keil zweier Ebenen möge durch Nebeneinanderstellung 
der Ebenen, der Nebenkeil durch Anhängung eines obern Striches 
bezeichnet werden. Jedesmal sollen die drei zusammengestellten 
Keile halbiert, von dem Schnittpunkte ihrer Halbierungsebenen 
die Senkrechten auf die Ebenen des Tetraeders gefällt und die 
Beziehungen ermittelt werden, welche zwischen diesen Senk- 
rechten bestehen: 

, 2 8 4 ), (0,0 2 4 , o 2 o 8 o 4 ), 

, 2 8 4 ); 

., 2 8 4 ), (0,0,0,, 2 8 4 ), 
; , 2 8 4 )'; 

, o 2 o 8 o 4 ), (0,0,0,, o 2 o 3 o 4 y, 

, 2 8 4 )'; 

, o 2 o 8 o 4 y, (0,0,0,, o 2 o 8 o 4 y, 
, o 2 o 8 o 4 y. 

6) Man bestimme die Gröfse der Senkrechten p,, p 2 , p 8 , 
für denjenigen Punkt, für den 

a ) Pi = Ps =Ps = P4> 

b ) Pi =P 2 =Ps = — P4» 

c ) Pi =P2 = — P 8 =P4> 
<*) P x = - P 2 =P S = P 4 > 

e ) Pi =P2= — Ps = — P*» 



a) (0,0 S 4 
(0,0 2 

b) (0,0,0, 
(0,0 2 f 

c) (0,0 8 4 
(0,0 2 s 

d) (0,0 8 

(o,o 2 o 



4: 
3: 



P 



P 2 = P3 = — Pi 1St 



g) Durch jeden der in a) — f) angegebenen Punkte und je 
eine Kante des Tetraeders lege man eine Ebene und gebe eine 
charakteristische Eigenschaft dieser Ebenen an. 

h) Man leite hieraus Lehrsätze her über den Schnitt von je 
sechs Ebenen. 

7) Es sei 1, x y X, (i eine Permutation der vier Marken 1, 2, 
3, 4; die Kante OiOx werde von der Halbierungsebene des an 
der Kante OaO^ gelegenen Nebenwinkels im Punkte N*x ge- 
troffen. 

a) Man bestimme die Senkrechten, welche von jedem der 
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sechs Punkte N 12 , N 13 , N 14 , N 88 , N 24 , N 84 auf die Ebenen 
des Tetraeders gefällt werden können. 

b) Man zeige, dafs diese sechs Punkte in der Ebene 

Pi + P* + Ps + p* — 
liegen. 

c) Man leite hieraus einen Lehrsatz her. 

Die von den Ecken des Tetraeders auf eine Ebene 

gefällten Senkrechten. 

1. Wenn eine Ebene in das Innere des Tetraeders 1 2 8 4 
eintritt, so müssen auch einige von den vier begrenzenden Dreiecken 
2 8 4 , 1 8 4 , (^0,0^ C^OjO,, getroffen werden. Wird 
etwa das Dreieck 1 2 8 durch die Ebene zerlegt, so werden, 
abgesehen von dem Falle, dafs die Ebene durch einen Eckpunkt 
hindurchgeht, zwei der Kanten 2 8 , 8 1 undO x 2 zwischen 
ihren Endpunkten geschnitten. Es seien dies die Kanten C^Oa 
und 1 8 . Dann tritt die Ebene auch in die Dreiecke 1 2 4 
und 1 8 4 ein; sie schneidet daher je noch eine Kante in 
jedem dieser beiden Dreiecke. Das kann einmal die gemein- 
schaftliche Kante C^C^ sein, und dann giebt es keine weitere 
Kante, welche von der Ebene getroffen wird. Es können aber 
auch noch die Strecken 2 4 und 8 4 zwischen ihren Schnitt- 
punkten geschnitten werden; diese bilden mit den beiden Kanten 
OjOg und 1 8 zwei Paare von Gegenkanten. Daraus ergiebt 
sich der Satz: 

Wenn eine Ebene ein Tetraeder zerlegt, ohne einen 
seiner Eckpunkte zu enthalten, so geht sie entweder 
durch drei von demselben Eckpunkte ausgehende Kan- 
ten oder durch zwei Paare von Gegenkanten hindurch. 

Für die Lage einer Ebene zu dem Tetraeder 1 2 8 4 
ergeben sich also folgende acht Möglichkeiten: 

I. Die Ebene liegt aufserhalb des Tetraeders, 
II. sie trifft die drei Kanten OjO^ OjC^, C^O^ 



» » » » 



m. 

IV. » » » » 
V. » » » » 



0,0^ o,o 8 , o,o 4 , 
0,0,, o s o 2 , o,o 4 , 

o 4 o 15 o 4 o 2 , 0,03, 
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VI. sie trifft die beiden Paare von Gegenkanten 1 3 , 

2 4 und 0,0,, 2 3 , 
VII. sie trifft die beiden Paare von Gegenkanten 1 2 , 

O s 4 und O t 4 , 2 s , 
Vin. sie trifft die beiden Paare von Gegenkanten 1 2 , 

3 4 und C^O,, 2 4 . 
Die Übergänge zwischen diesen verschiedenen Lagen werden 
erhalten, wenn die Ebene durch einen Eckpunkt des Tetraeders 
hindurchgeht. 

2. Von den Eckpunkten O u 2 , O s , 4 fällen wir auf 
eine gegebene Ebene die Senkrechten r lt r 2 , r 3 , r 4 . Nachdem 
wir die beiden Teile, in welche der Raum durch die Ebene zer- 
legt wird, als einen positiven und einen negativen Raumteil unter- 
schieden haben, geben wir auch jeder Senkrechten das positive 
oder negative Vorzeichen, jenachdem sie in dem einen oder dem 
andern Teile liegt. Hiernach sind die Vorzeichen nicht aus- 
schliesslich durch die Ebene selbst bestimmt, indem es gestattet 
ist, einem beliebigen der beiden Teile des Raumes das positive 
Vorzeichen beizulegen. Aber die Lage zum Tetraeder läfst darüber 
entscheiden, ob irgend zwei Senkrechte dasselbe oder verschie- 
denes Vorzeichen bekommen müssen; so haben die Senkrechten 
r l und r 2 verschiedenes oder gleiches Vorzeichen, jenachdem die 
Kante O t 2 von der Ebene getroffen wird oder nicht. Hiernach 
erkennt man die Richtigkeit der folgenden Tabelle: 



I 



■i 



r i ■■. '• r . 
1 + + + + 1 

- + + + 1 
+ — / 

'im; 
v Mii;; 
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'i «"» r« r* 



«"±;±;) 



VIII 



+ + 

- + + - 

3. * Um die Beziehung aufzufinden, welche zwischen den vier 
Senkrechten r x . . . r 4 besteht, schlagen wir folgenden Weg ein. 
Von zwei symmetrisch gegen eine Ebene Z gelegenen Punkten 
B und B , deren Entfernung gleich 1 ist, fällen wir auf eine 
Ebene E die Senkrechten m und m'; dann ist 

(1) m — m' = ± 1 cos (EZ). 

Wir betrachten jetzt aufser den vier Koordinatenebenen I, 
II, III, IV zwei Ebenen V und VI. Die Ebene VI, deren Lage 
gegen verschiedene Ebenen betrachtet werden soll, möge mit der 
eben benutzten Ebene Z identisch sein; es sollen daher auch 
immer dieselben beiden Punkte B und B' gebraucht werden. Da- 
gegen soll die Ebene E der Reihe nach mit einer der fünf Ebenen 
I ... V zusammenfallen. Der Sinn der Drehung für die Keile 
(I VI) ... (V VI) soll gleichmäfsig festgesetzt sein. Nachdem jetzt, 
falls dies nötig sein sollte, durch Vertauschung der Punkte B und 
B' erreicht worden ist, dafs in der Gleichung (1) auf der rechten 
Seite das positive Vorzeichen steht, wird man dasselbe auch in 
den daraus hergeleiteten Gleichungen setzen müssen. Nun seien 
auf die Ebenen I, II, III, IV, V von B aus die Senkrechten p 1} 
p 2 , p 3 , p 4 , q, und von B' die Senkrechten p t ' . . . q' gefällt. Dann 
gelten bei den getroffenen Festsetzungen die Formeln: 

q — q' = 1 cos (V VI), & — Pl ' = 1 cos (I VI), 

p t — p 2 ' = i cos (n vi), p 3 — p 3 ' = i cos (in vi), 

p 4 - p 4 ' = 1 cos (IV VI). 

Indem wir noch die senkrechten Abstände der Punkte Oi, 
C>2> O s , 4 von der Ebene V mit r lf r 2 , r 3 , r 4 bezeichnen, 
erhalten wir nach § 3, 7 (S. 17) die Gleichungen: 

11 1 u 2 ll 3 u 4 



1 Diese Nummer kann überschlagen werden. 
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Durch Subtraktion dieser Gleichungen ergiebt sich unter 
Berücksichtigung der voranstehenden Formeln: 

(2) cos (V VI) — JJ- cos (I VI) + {a cos (H VI) 



r a ™,^ . r 



+ \*- cos(ffl VI) + ^ cos (IV VI). 
n 8 h 4 

In dieser Gleichung darf die Ebene VI durch irgend eine 
andere Ebene ersetzt werden; wir dürfen also statt ihrer der Reihe 
nach eine der Ebenen I, II, HI, IV, V wählen. Dadurch gelangen 
wir zu den Gleichungen: 

cos (VI) =^- cos (11) + ^- cos (II I) + 
h l n 2 

JA cos (Iü I) + £- cos (IV I) 
n 8 h 4 

cos (V II) = £i- cos (I II) + JA cos (II II) + 

h t h 2 



ja cos (m n) + ^ cos (iv n) 



cos (V HI) = {a cos (I HI) + Ja cos (H HI) + 

"1 "2 



ja cos (in m) + ja cos (iv in) 



cos (V IV) = JA cos (I IV) + {a cos (U IV) + 

n 1 h 2 



{a cos (in IV) + f*- cos (IV IV) 
h 8 h 4 



cos (VV)-Ji- cos (I V) + £- cos (II V) + 

"1 ^2 



2 

r, 



JA cos (HI V) + JA cos (IV V). 
h 8 h 4 

Infolge der über die Messung der Winkel getroffenen Fest- 
setzung ist, wenn 1 und x irgend zwei Marken der Reihe I ... V 
sind, cos (ix) =— cos (xi) und cos (xx) — 1. Demnach darf man 
in der letzten Gleichung cos (I V), cos (H V), cos (HIV), cos (IV V) 
je durch die rechten Seiten der vorangehenden Gleichungen er- 
setzen. Somit besteht zwischen den vier Senkrechten r x . . . r 4 
die Beziehung: 
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(3) l — £ £- £- cos («) 



oder 
1 



+ 2 !*■ jf cos (I ÜI) + 2Ji £*- cos (IIV) 

+ 2^ r ^ cos ( niII )+ 2 ^s: cos ( IIIV > 

+ 2^ cos (ffl IV). 
h 8 h 4 

Die Winkel sollen durch gleichmäfsige Drehung erhalten 
werden; sie sind also die Nebenkeile der zum Tetraeder ge- 
hörenden Keile. Will man die Innenkeile erhalten, so hat man 
jedesmal den Winkel durch seinen Nebenwinkel zu ersetzen. Be- 
zeichnet man also den Winkel, welchen die dem Tetraeder selbst 
angehörenden Teile der Ebenen O1O3 4 und O2O3O4 mit ein- 
ander bilden, durch (34) und versteht überhaupt unter (ix) den 
Winkel, welchen die in der Kante OiOx zusammenstofsenden 
Ebenen des Tetraeders einschliefsen, so lautet die Gleichung: 

— ....— 2 ^ ^ cos (1 2). 

h s h 4 

4. Gehen drei Ebenen 0, 1, 2 durch dieselbe Kante, so stehen 

die von einem beliebigen Punkte des Raumes auf sie gefällten 

Senkrechten m, m, m" in der Beziehung: 

m =a» q m' -f- m ", 

wo q und o nur von den Winkeln abhangen, welche die drei 

Ebenen mit einander bilden. Wenn also von den Punkten Oi, 

0*> O s , 4 auf die Ebene die Senkrechten r 1? r 2 , r 8 , r 4 , auf 

die Ebene 1 die Senkrechten t x ' 9 r 2 ', r 3 ', r 4 ' und auf die Ebene 2 

die Senkrechten r x \ r 2 ", r 3 ", r 4 " gefällt sind, so bestehen zwischen 

diesen Senkrechten folgende Beziehungen: 

r i — <> r i' + ör i 
r 2 = Q r * + ör 2 
r s — Q r *' + ot s " 

r 4 — ("V + ör i"> 



// 



it 



(5) 
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in denen der Quotient o : q das Schnittverhältnis darstellt, nach 
welchem der von den Ebenen 1 und 2 gebildete Winkel durch 
die Ebene geteilt wird. 

5. Es mögen drei Ebenen 1, 2, 3 gegeben sein und durch 
ihren Schnittpunkt eine vierte Ebene gelegt werden. Zu den 
ersten Ebenen mögen die Senkrechten gehören r t ' . . . r 4 , r/ 7 . . . r 4 ", 
r x ' H . . . r 4 '", während der Ebene die Senkrechten r t . . . r 4 ent- 
sprechen sollen. Wir legen eine fünfte Ebene durch den Schnitt 
der Ebenen (1, 2) und durch die Linie, welche die Ebenen 
und 3 gemeinschaftlich haben. Auf diese Ebene seien von den 
Punkten Oi . . . 4 die Senkrechten S! . . . s 4 gefällt. Da die 
letzte Ebene durch den Schnitt der Ebenen 1 und 2 hindurchgeht, 
müssen nach (5) die Gleichungen bestehen: 

si =ar 1 '+/Srr s 3 — ar,' + fa" 

s 2 = ar 2 ' + 0r 2 " s 4 = ar 4 ' + /Sr 4 ". 

In ähnlicher Weise mufs sein: 

ri »yrr + ßu r 3 = yr, m + 6s, 

r 2 = yr 2 w + rfs 2 r 4 = /r 4 w + ds 4 . 

Somit gelangen wir zu den Gleichungen: 

ri =^' + ^" + 1*/' 
r 2 = Xr 2 ' -f prj" + vT 2 m 



r 3 =« Xr s ' + f/u" + vr z 



m 



U = ^r 4 ' + prS + vu", 
wo die Koefficienten X> fi> v eine leicht zu ermittelnde Bedeutung 
haben. 

Indem wir aus diesen Gleichungen die Koefficienten — 1, 
1, (I, v entfernen, finden wir die Bedingung, dafs die Ebene 
durch den Schnittpunkt der Ebenen 1, 2, 3 hindurchgeht. Diese 
wird durch das Verschwinden einer Determinante dargestellt. Die 
Gleichung ist homogen linear in r 19 r 2 , r 8 , r 4 . 

6. Zu demselben Ergebnisse führt auch der folgende Weg. 

Sind 1, 2, 3, 4 die vier Eckpunkte des Koordinatentetraeders 
und ist 5 ein beliebiger Punkt, so ziehe man die Gerade 15 und 
bestimme ihren Schnittpunkt 6 mit der Ebene 234. Den Punkt 6 
verbinde man mit 2 und bezeichne den Schnittpunkt der Geraden 
2G und 34 mit 7. Von diesen sieben Punkten fälle man die 
Senkrechten ri . . . r 7 auf eine beliebige Ebene E. Da die Punkte 
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3, 4, 7 in gerader Linie liegen, so gilt nach I § 3, 1 (S. 13) die 
Gleichung : 

r 7 — (1 + a) r 8 — ar 4 . 
Es gehören auch die Punkte 6, 7, 2 und 5, 6, 1 je einer 
geraden Linie an; somit mufs auch sein: 

r 6 — (1 + ß) r 7 — 0r 2 , r 5 — (1 + 7) r 6 — yx x . 
Daraus ergiebt sich eine Beziehung zwischen den Senkrechten 
1*5, ri, r 2 , r 8 , r 4 , nämlich: 
• r 5 yri-(l + 7)0r,+(l+«)(l+0)(l+7)r 3 

_«(l+0)(l+ r )r 4 . 
Die Koefficienten hangen nur von der gegenseitigen Lage 
der fünf Punkte, nicht aber von der Ebene E ab. Indem wir 
jetzt, die vom Punkte 5 auf die Ebene E gefällte Senkrechte mit 
s bezeichnen, gilt die Gleichung: 

(7) s — a,rt + a 2 r t + a 8 r 3 + a 4 r 4 . 

7. Es ist nicht schwer, die Bedeutung der Koefficienten 
a x . . . a 4 aus den eben benutzten Gröfsen a, ß> y herzuleiten. 
Indessen ziehen wir es vor, sie dadurch zu finden, dafs wir der 
Ebene E specielle Lagen geben. Fällt diese Ebene mit der Ebene 
2 3 4 zusammen, so wird s gleich der vom Punkte 5 auf 
diese Ebene gefällten Senkrechten pi ; ferner wird r! = \i x , 
r 2 =r 8 ~r 4 ~ 0. Somit folgt px — aihi. In entsprechender 
Weise ergiebt sich p 2 = a 2 h 2 , p 8 = a 8 h 8 , p 4 =— a 4 h 4 , wo p t , p 2 , 
p 8 , p 4 die vom Punkte 5 auf die Koordinatenebenen gefällten 
Senkrechten sind. Die Gleichung (7) geht demnach in die fol- 
gende über: 

/Q\ c _ P» r i P 2 r 1 P» r J. P 4 r 

Diese Gleichung ist identisch mit der in § 3, 7 gefundenen 
Gleichung; beide stellen den Abstand des Punktes (pi . . . p 4 ) von 
der Ebene (r! . . . r 4 ) dar. 

8. Soll die Ebene E durch den Punkt (p t . . . p 4 ) gehen, so 
mufs in den Gleichungen (7) und (8) s = sein. Die Gleichung 
eines jeden Punktes, d. h. die Bedingung dafür, dafs eine Ebene 
durch einen gegebenen Punkt geht, lautet also: 

(9) a x r, + a 2 r 2 + a 3 r 8 + a 4 r 4 = 

oder (10) f r x + Pr 2 + P rf r 3 + ^ r 4 =0, 

J1 1 u 2 ll 3 ll 4 
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wo Pi> P2> Ps> Pi die Senkrechten sind, welche von dem ge- 
gebenen Punkte auf die Koordinatenebenen gefällt sind. 

Zugleich drückt aber auch die Gleichung (10) die Bedingung 
dafür aus, dafs der Punkt (p) und die Ebene (r) zusammenliegen, 
also der Punkt in der Ebene liegt, die Ebene durch den Punkt geht. 

9. Um von dem Tetraeder OjOjOgC^ zu einem andern 
Koordinaten-Tetraeder überzugehen, ersetzen wir die vier Punkte 
Oj, 2 , 3 , 4 durch vier andere Punkte Qj, Q 2 , Q*, Q 4 
und nennen s 19 s 2 , s 3 , s 4 die Senkrechten, welche von diesen 
vier Punkten auf die Ebene (r 19 r 2 , r 8 , r 4 ) gefällt werden. Wenn 
wir also von dem früheren zu dem neuen Koordinatensystem 
übergehen wollen, so müssen wir die von den Punkten Qi . . . Q 4 
auf irgend eine Ebene gefällten Senkrechten Si . . . s 4 durch die 
Senkrechten r! . . . r 4 ausdrücken, welche auf dieselbe Ebene von 
den Punkten Oi . . . 4 gefällt worden sind. Die Gleichungen 
(7) und (8) geben uns aber sofort die Lösung dieser Aufgabe; 
es ist nämlich 

s i = «n r i +«i2 r 2 + «i3 r 8 + «i 4 r 4 

(11) S « =SS a 21 f l I Ä 22 f 2 "T Ä 28 r 8 I a 24 r 4 
S 8 ^«Sl 1 "] + «32 f 2 + Ä 83 r 3 +«34 r 4 
S 4 — «4i r i + «42 r 2 + «48 r 3 + «44 r 4« 

Um die Bedeutung der sechzehn Koefficienten angeben zu 
können, nennen wir p lx , p 12 , p 13 , p 14 die Senkrechten, welche 
vom Punkte Qj auf die Ebenen des ersten Koordinatensystems 
gefällt werden können. Ebenso sollen p 2 i---P2 4 die vom 
Punkte Q 2 auf die Ebenen des Tetraeders C^C^OgC^ gefällten 
Senkrechten sein. Die gleiche Bedeutung sollen p 31 . . . p 34 für 
den Punkt Q 3 und p 4 i ... p 44 für den Punkt Q 4 haben. Dann 
mufs sein: 



Pl 1 „ _Pl2 „ _P 



13 „ _ri4 



«11— hi > «12— h , «13— hg > «14— h 



4 



41 h * a " h 2 ' a * 8 h,' " h 4 ' 
Übungen : 
1) Für welche Ebene ist 

a) ri — rj—r, — — r 4 , 

b) r 1= r, = — rg—r^, 
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c ) T i= T 2=*-- r s ssu ~ r 4> 

d) r x = — r 2 =r 3 = -r 4 ? 

e) Giebt es eine Ebene, für welche r t — r 2 =-= r 3 =r 4 ist? 

2) Welche Kanten des Tetraeders werden von je einer der 
in 1) a) — d) angegebenen Ebenen geschnitten und in welchen 
Punkten? 

3) Man gebe die Gleichungen der in 1) a)— d) aufgestellten 
Ebenen in den Koordinaten p! * . . p 4 an. 

4) Wenn auf eine Ebene von den Eckpunkten Oi . . . 4 
eines Tetraeders die Senkrechten rx . . . r 4 gefällt sind, so soll 
die Gröfse der Senkrechten ermittelt werden, welche auf dieselbe 
Ebene gefällt werden können 

a) von der Mitte M 12 der Kante C^Oj, 

b) von der Mitte M 34 der Kante 0.,0 4 , 

c) vom Schwerpunkte S t des Dreiecks 2 3 4 , 

d) vom Schwerpunkte S 2 des Dreiecks 0,0 3 4 , 

e) von der Mitte der Strecke M 12 M 34 , 

f ) von dem Punkte, in welchem die Strecke O x S x nach dem 
Verhältnisse 3 : 1 geteilt wird, 

g) von dem Punkte, in welchem die Strecke 2 S 2 nach dem 
Verhältnisse 3 : 1 geteilt wird. 

§ 5. 
Die allgemeinsten Tetraeder-Koordinaten. 

1. Aus den Gründen, welche wir in I § 5 (S. 25) entwickelt 
haben, führen wir vier willkürliche Konstanten p 19 fi 2 > fi 3 > (i± 
ein, von denen keine gleich null sein darf, setzen 

(1) Xl =p,p 1 , x 2 =// 2 p 2 , x 3 =p 3 p 3 , x 4 =p 4 p 4 

und bezeichnen die Gröfsen x 1? x 2 , x 3 , x 4 als die allgemeinsten 
Tetraeder-Koordinaten eines Punktes. Ebenso wählen wir 
vier konstante Faktoren v 19 v 2 , v 3 , v± 9 welche gleichfalls sämt- 
lich von null verschieden sein müssen, führen die neuen Ver- 
änderlichen ein: 

(2) U x — t^n» U 2 = r 2 r 2> U 3 — *8 r 8> U 4 — V 4 r 4» 

und nennen sie die allgemeinsten Tetraeder-Koordinaten 
einer Ebene. 
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Die Bedingung dafür, dafs der Punkt <p< in die Ebene (r) 
fällt, wird nach $ 3, 8 'S. Im durch die Gleichung angegeben: 

hj h ± h s h 4 

wo hi, hf, h s , h 4 die Höhen des Tetraeders sind. Diese Glei- 
chung geht nach Einnihrung der Variabein x, . . . x* und u t . . . u 4 
über in 

XlUj X.U j _^_ X S U 3 , X4U 4 = q 



Damit diese Gleichung die Form annimmt: 

iS) xj u, + XiU ± + x 3 u 3 + x*u 4 = 0, 
mufs sein: 

(4) ^rjh, =/^r i h i = ji 3 r s h 3 = ff^h«. 
Wir bezeichnen ein System von Punktkoordinaten (xi . . . x 4 ) 
und ein System von Ebenenkoordinaten (u t . . . xu) als zu- 
sammengehörig, wenn die Bedingung für das Zusammenfallen 
eines Punktes ix) und einer Ebene tu'» durch die Gleichung (3) 
ausgedruckt wird. Dazu wird erfordert: 

a) dafs die Koordinatentetraeder dieselben sind, und 

b) dafs die Koefficienten im x . . . [i 4 und r x . . . i> 4 in der 
Beziehung (4) zu einander stehen. 

2. Die Gleichungen (1) § 3 (S. 14) sollen der Reihe nach 
mit p l9 fif, (i Zy fi 4 multipliziert werden; dadurch gehen sie über 
in die folgenden: 

Xi =(1 +f)x l ' — QX l " 

(5) X * = ^ "*" ^ X * ~~ QX * 
x 3 =(l +(j)x 3 ' — (>x 3 * 

X 4 = (1 + Q) X4' — PX4". 

Hier sind (x/ . . . x 4 ') die Koordinaten eines Punktes l, 
(xi" . . . x 4 ,/ ) die eines Punktes 2 und (xi . . . x±) die eines 
Punktes 0, der mit den Punkten 1 und 2 in gerader Linie liegt 
und die Strecke 12 nach dem Verhältnisse — q : (1 + q) teilt. 

Auf dieselbe Weise leiten wir aus den Gleichungen (3) § 3 
(S. 14) folgendes her: Sind (x), (x"), (x m ) drei beliebige Punkte 
1, 2, 3 und soll der Punkt 0, dessen Koordinaten xi . . . x 4 sind, 
mit ihnen in einer Ebene liegen, so müssen die Gleichungen 
bestehen : 
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. . X 2 = AX 8 ' + flX* " -f »X, '" 

x 3 = xx 3 + fix 9 + rx 3 

X 4 = XX 4 ' + fiX 4 '' + vx 4 *\ 

Hier kann man, wie wir in § 3, 4 bewiesen haben, 2, /w, v 
als die ebenen Koordinaten des Punktes auffassen, indem man 
als Koordinatendreieck dasjenige Dreieck wählt, dessen Eckpunkte 
die Punkte 1, 2, 3 sind. 

Die Bedingung dafür, dafs die vier Punkte ö, 1, 2, 3 in einer 
Ebene liegen, nimmt die Form an: 



(7) 
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Die Gleichung einer beliebigen Ebene ist wieder: 
aiXi + a 2 x 2 + a 3 x 3 + a 4 ^ = 0; 
die Koordinaten dieser Ebene sind den Koefficienten a Jf a 2 , a 3 , 
a 4 proportional. 

3. Sind (ui . . . u 4 ), (u/ . . . u 4 ), (u^ . . . u 4 ") die Koordi- 
naten von drei Ebenen 0, 1, 2 eines Büschels, so folgt aus den 
Gleichungen (5) § 4, 4 (S. 24), dafs ist: 

u, = (m, ' + au x " 
u 2 = pu/ + öu 2 " 



(») , , , 

U 3 = (HI3 + ÖU S 



// 



U 4 = (>U 4 ' + ÖU 4 • 

Auch stellt der Quotient o : q das Schnittverhältnis dar, nach 
welchem der Keil (12) durch die Ebene geteilt wird. 

Damit die Ebene (ui . . . u 4 ) durch den Schnittpunkt der drei 
Ebenen (u/ . . . u 4 ), (u/' . . . u 4 "), (ui"' . . . u 4 w ) hindurchgeht, 
müssen sich nach (6) § 4, 5 drei Koefficienten X, fi, v so be- 
stimmen lassen, dafs die Gleichungen befriedigt werden: 

Uj = 2u! ' 4- ^ u i " + vu i " 
u 2 = ^u 2 ' 4~ ^u 2 " 4" vu *'" 



u 3 =^u 3 4-^Us 4-^u 3 



U 4 = >IU 4 ' 4" /* u 4 + ^W« 

Die Gleichung eines Punktes hat die Gestalt: 
a y \x x 4- « 2 u 2 4- «su 3 4" «4U 4 = 0; 



32 J 6. Die allgemeinsten Tetraeder-Koordinaten. 

die Koefficienten in dieser Gleichung verhalten sich wie die 
Koordinaten des Punktes. 

4. Die vier Gleichungen (8) können wir in eine einzige 
Gleichung zusammenfassen. Zu dem Ende gehen wir von den 
Gleichungen 
aix t + a^x* + a Ä x 3 + a 4 x 4 =0 und b^i +b 2 x, + b 8 x 3 + b 4 x 4 =0 

aus. Sollen dies die Ebenen (u t ' . . . u 4 ') und (u/' . . . u 4 ") sein, 
so müssen sich zwei Koefficienten a und ß so bestimmen lassen, 
dafs die Gleichungen bestehen: 

(\0) a »~ au i'> a 2 =au 3 ', a 3 =au 3 ', a 4 = au 4 ' 
1 V) b t — 0ur, b*-0ü/, b 8 =0u 3 ", b 4 =0u 4 ". 

Wir multiplizieren die Gleichungen (8) der Reihe nach mit 
Xi, x 2 , x 3 , x 4 und addieren die erhaltenen Produkte. Damit der 
Punkt (x) der Ebene angehört, mufs nach (3) die Relation be- 
stehen: XiU! + x 2 u 2 -h x sii 3 +x 4 u 4 =0. Demnach müssen die 
Koordinaten eines jeden Punktes der Ebene der Gleichung 
genügen: 

(qu x § + au/) x ± + (pu t f + öu 2 ") x 2 + (pu 8 # + ou s M ) x 3 

+ (<>u 4 ' + öu 4 ")x 4 =0; 

diese geht wegen der Beziehungen (10) über in: 

l a i+l b i) x i+(l a .+l b .) x .+(« a «+^ b O x « 

oder wenn wir 

**1 X 1 l «*2 X 2 H~ a 8 X S I" a 4 X 4 === "" 

und b 1 x 1 +b 2 x 2 + b 8 x 8 +b 4 x 4 =»B setzen, dann die vorstehende 
Gleichung mit - multiplizieren und — = X setzen, in: 

(11) A + 4B = 0. 

Schreibt man die Gleichungen zweier Ebenen kurz 
in der Form A = 0, B = 0, so stellt sich die Gleichung 
einer jeden Ebene, die durch die Schnittlinie der beiden 
gegebenen Ebenen geht, in der Form dar: A-f-AB = 0. 

Die Koordinaten einer vierten Ebene des Büschels mögen 
aus (8) erhalten werden, indem man die Koefficienten p, o durch 
q\ & erhält. 
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Indem man jetzt 

Oö' 

setzt, kann ihre Gleichung in der Form geschrieben werden: 

A + ^B — 0. 
Nun ist 

k aö ao' ö o '. 

der letzte Quotient stellt aber das Doppelverhältnis der vier Ebenen 
dar. Somit ist das Doppelverhältnis der vier Ebenen 
A = 0, B — 0, A + AB — 0, A + pB — 
gleich dem Bruch X : p. 

Speciell liegen die beiden Ebenen A + AB— und A — AB=0 
harmonisch zu den Ebenen A «* 0, B = 0. 

5. In ähnlicher Weise können wir mit den Gleichungen (9) 
verfahren. Es seien 

a, x t + a 2 x 2 + a 3 x 3 + a 4 x 4 — 0, b, xx + b 2 x 2 + b s x 3 + b 4 x 4 = 0, 

Ci X! + c 2 x 2 + c 8 x 3 + c 4 x 4 — 
die Gleichungen dreier Ebenen; diese Gleichungen sollen kurz in 
der Form 

A = 0, B = 0, C = 
geschrieben werden. Sind (ui ' . . . u 4 '), (u/ . . . u 4 // ), (u x m . . . u A m ) 
die Koordinaten dieser Ebenen, so mufs sein: 

aj = a^ ', a 2 == au*', a s — au s ', a 4 =» au 4 ', 
bi— 0ui", b 8 =0u 2 ", b,=0u 3 ", b 4 =0u 4 ", 

C t — TUi*, C 2 =/U 2 W , C S =7U 3 W , c 4 =yu*"\ 

Jetzt sei (x t . . . x 4 ) ein Punkt der Ebene (u t . . . u 4 ). Dann 
verschwindet die linke Seite, nachdem man die Gleichungen (11) 
der Reihe nach mit X! . . . x 4 multipliziert und zu einander addiert 
hat. Die rechte Seite geht aber nach einer einfachen Umformung 
über in die Form rA + pB + öC. Daraus folgt der Satz: 

Die Gleichung einer jeden Ebene, welche durch den 
Schnittpunkt der drei Ebenen: 

A = 0, B — 0, C = 
hindurchgeht, läfst sich in der Form schreiben: 

vA + qB + öC — 0. 

6. Dieselbe Methode führt in ihrer Anwendung auf die Glei- 
chungen (5) zu folgendem Ergebnisse. Sind ^4 = und 2? = 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 3 
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die Gleichungen zweier Punkte, so kann jeder Punkt, der in ihrer 
Verbindungslinie liegt, durch die Gleichung A 4- pB = dar- 
gestellt werden. Das Doppelverhältnis der vier Punkte A = O, 
B=*(), A + pB — O, A + vB=0 ist gleich dem Bruche p : r; 
tpeciell liegen die vier Punkte 

A — Q, Ä— 0, A + pB=*0, A — pB = 
harmonisch. Die vier Punkte 

A + p t B — 0, ^ + ff 2 # = 0, A + ii S B=*Ö, A+p A B = 
haben das Doppelverhältnis 

P* — fr . P±JT-fr; 
Pt—ps fit— P* ' 
sie sind speciell harmonisch gelegen, wenn ist 

P% —Pl , P4—Pl _ Q 
P2—PZ P2—PA 

In entsprechender Weise kann man jeden Punkt, welcher 
mit den drei Punkten 

^4 — 0, # = 0, r=o 
in einer Ebene liegt, durch die Gleichung darstellen: 

XA + pB + vr=0. 

7. Es seien A — 0, B = die Gleichungen zweier Punkte 
und demnach stelle die Gleichung A -\- XB = einen beliebigen 
Punkt ihrer Verbindungslinie dar; ebenso mögen die Punkte einer 
zweiten Geraden durch Ä -j- /iB = dargestellt werden. Läfst 
man dem Punkte A + XB = ö der einen Punktreihe jedesmal 
den Punkt A'-\-XB' = Q der andern entsprechen, ordnet man 
also Punkte mit gleichen Parametern einander zu, so werden die 
Punktreihen projektivisch auf einander bezogen; denn irgend vier 
Punkte 

A + X x B = 0, A + X t B = 0, A + Xf>B=*0, A + X^B^O 

der einen haben dasselbe Doppelverhältnis, wie die entsprechenden 
Punkte der andern: 

A + X X B = 0, A + X 2 B = 0, A + X S B — 0, A + X,B = 0. 

Man kann die projektive Zuordnung aber auch dadurch her- 
stellen, dafs man zwischen den Parametern X und p, durch welche 
die Punkte A + XB=* der ersten und die Punkte A + pB = 
der andern bestimmt werden, eine lineare Gleichung bestehen 
läfst. 
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Wenn nämlich ist: 

al + b 

wo a, b, c, d vier konstante Gröfsen sind, so wird 

_ (ad — bc) (X, - X x ) _ (ad — bc) (1, — i ,) 

*» * ^ (ci, + d) (ci, + d)* *» *" ™ (ci, + d) (<* + d)* 
also ist 



p* — V* Pt — Ca *i — As ** — *4 

Somit haben je vier Punkte der einen Punktreihe dasselbe 
Doppelverhältnis wie die entsprechenden Punkte der andern. 

In derselben Weise können wir zwei Ebenenbüschel auf ein- 
ander oder eine Punktreihe auf einen Ebenenbüschel beziehen. 

8. Beim Übergänge zu einem neuen Koordinatensysteme 
können wir nicht nur die Punkte Oi, O f , 3 , 4 durch irgend 
vier andere, nicht in einer Ebene liegende Punkte Q t , Q 2 , Q 8 , 
Q 4 ersetzen, sondern auch an Stelle der vier Koefficienten ft l9 
fd iy (i s , fii irgend vier andere Konstante wählen, von denen eben- 
falls keine verschwinden darf. Dann geht aus den Gleichungen 
(13) § 3, 9 (S. 18) unmittelbar hervor, dafs auch die neuen 
Koordinaten y,, y 2 , y 3 , y 4 homogen lineare Funktionen von Xi, 
*2, x 3> x 4 sind; es bestehen also die Gleichungen: 

yi= b n x i +b 12 x 2 +b 13 x 3 + b 14 x 4 

y 2 = b 21 X l + b 22 X 2 + b 23 X 3 + b 24 X 4 

y 3 = b 3i x i +b 32 x 2 +b 33 x 3 -f b 34 x 4 

y4= b 41 X l + b 42 X 2+ b 43 X 3 + b 44 X 4- 

Wenn hier y x = wird, so mufs auch die rechte Seite der 
ersten Gleichung verschwinden; daher stellt die Gleichung 

b ll X l + b 12 X 2 + b 13 X 3 + b 14 X 4 ==:0 

die Ebene Q 2 Q 3 Q 4 dar. Die Koefficienten b 11? b 12 , b 18 , b 14 
hängen daher zunächst von der Wahl der Ebene Q 2 Q 3 Q 4 ab; 
nachdem aber diese Ebene gewählt ist, kann man einen gemein- 
schaftlichen Faktor noch willkürlich wählen. Entsprechendes gilt 
für die andern Koefficienten; sie dürfen daher im wesentlichen 
willkürlich angenommen w r erden, nur dürfen die vier Ebenen 
Yj =0, y 2 = 0, y 3 = 0, y 4 = nicht durch denselben Punkt 
hindurchgehen; es darf daher kein Wertsystem x x . . . x 4 geben, 
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für welches die rechten Seiten der vier Gleichungen verschwinden. 
Somit mufs die Determinante 



(13) 



von null verschieden sein. 

Dafs diese Forderung erfüllt sein mufs, sieht man auch auf 
folgendem Wege. Sollen die beiden Koordinatensysteme (xi . . . x 4 ) 
und (y! . . . y 4 ) geeignet sein, die Punkte des Raumes zu be- 
stimmen, so mufs man nicht nur die Variabein y! . . . y 4 durch 
X! . . . x 4 , sondern auch x t . . . x 4 durch yi . . . y 4 ausdrücken 
können. Daher mufs es auch möglich sein, die Gleichungen (12) 
nach den Unbekannten x L . . . x 4 aufzulösen; das ist aber nur 
möglich, wenn die Determinante (13) nicht verschwindet. 

9. Auch für Ebenenkoordinaten wird, wie aus den Glei- 
chungen (11) § 4, 9 (S. 28) folgt, der Übergang von einem 
System zum andern durch homogen lineare Gleichungen ver- 
mittelt. Es fragt sich aber, in welcher Beziehung die Koefficienten 
stehen, falls auch die neuen Punkt- und Ebenenkoordinaten in 
dem vorhin definierten Sinne zusammengehören. Dann sind die 
Ebenenkoordinaten v x , v 2 , v 3 , v 4 mit den Punktkoordinaten y t , 
y*> v 8> y4 derartig verbunden, dafs jedesmal, so oft ein Punkt (y) 
in eine Ebene (v) fällt, die Gleichung befriedigt wird: 

(14) y x V! + y 2 v 2 + y 8 v 3 + y 4 v 4 — 0. 

Da in diesem Falle auch jedesmal 

(15) X t U! + X 2 U 2 + X S U 3 + X4U 4 = 

ist, so dürfen die linken Seiten dieser Gleichungen sich nur um 
einen konstanten Faktor a> unterscheiden. Indem wir für yi . . .y 4 
die Werte (12) einsetzen, geht die linke Seite von (14) über in 
(b 11 x 1 +b 12 x 2 +b 18 x 3 +b 14 x 4 ) v x 

+ ( b 21 X l + b 22 X 2+ b 23 X 8 + b 24 xJ V 2 
+ ( b 31 X l + b 32 X 2 + b 33 X S + b 84 X 4) V 3 
+ < b 4 1 X l + b 4 2 X 2 + b 4 3 X 8 + b 4^4 X 4) V 4« 

Dieser Ausdruck wird aber gleich 

a> (x 1 u 1 + x 2 u 2 + x 3 u 3 + x 4 u 4 ), 
wenn die Variabein x 1} x 2 , x 3 , x 4 je mit demselben Ausdruck 
multipliziert werden, wenn also ist: 
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mU l =b ll V l + b 21 V 2 + b 81 V 8 + b 41 V 4 

(16) <DU « =b 12 V l + b 22 V 8+ b 3» V 8 + b 42 V 4 

WU 8= b 13 V l + b 28 V 2 + b 38 V 8 +b 48 V 4 

<mi 4 = b 14 v 1 + b 24 v 2 + b 84 v 8 + b 44 v 4 . 

Sind x 19 x 2 , x 8 , x 4 und u lf u 2 , u 8 , u 4 zusammenge- 
hörige Punkt- und Ebenenkoordinaten, so werden auch 
die neuen Punktkoordinaten y 19 y 2 , y 8 , y 4 mit den neuen 
Ebenenkoordinaten zusammengehören, wenn man durch 
reciproke Transformationen, wie sie durch die Glei- 
chungen (12) und (16) angegeben werden, zu den neuen 
Systemen übergeht. 

Übungen : 

1) Statt die Koordinaten xi . . . x 4 aus den Senkrechten 
Pi . . . p 4 durch Multiplikation mit festen Konstanten (i x . . . ^ 4 
herzuleiten, kann man sie auch als diejenigen Strecken definieren, 
welche von dem zu bestimmenden Punkte aus, zu vorgeschrie- 
benen Richtungen parallel, bis zu den Koordinatenebenen ge- 
zogen sind. 

a) Wenn Si der Schwerpunkt des Dreiecks 2 8 4 , S 2 
der von 1 8 4 , S 3 der von 1 8 4 und S 4 der von 1 2 3 
ist, und wenn die Koordinaten der Reihe nach parallel zu Oi Si , 
2 S 2 , 8 S 8 , 4 S 4 gezogen sind, so soll man die Werte von 
p 19 (i 2 , (* 3 , fi A bestimmen. 

b) Es sei x x parallel zu l 19 x, parallel zu 1 2 , x 8 zu 1 8 , x 4 
zu 1 4 , wo \i . . . 1 4 gegebene Halbgerade sind, und wo li zur 
Ebene 2 8 4 unter dem Winkel a,, 1 2 zu OiOb0 4 unter dem 
Winkel « 2 , 1 3 zu OjOgC^ unter <£ a 3 , 1 4 zu OjOgOg unter 
<£ a 4 geneigt ist. Welche Werte haben jetzt die Koefficienten 

/«i ... ^4? 

2) Man darf auch als Koordinaten X! . . . x 4 die Strecken 
wählen, welche von dem zu bestimmenden Punkte aus nach den 
Koordinatenebenen je unter den Winkeln a 19 a 29 a 3 , a 4 gezogen 
w r erden können. Man gebe die Werte an, welche die Koefficienten 
Hi ... ^4 bei dieser Festsetzung erhalten. 

3) Als Koordinaten x x . . . x 4 eines Punktes P wähle man 
mit Möbius die Volumina der Pyramiden 2 3 4 P, C^C^C^P, 
4 1 2 P, O l 2 3 P, indem man jeden Rauminhalt mit dem 
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positiven oder negativen Vorzeichen versieht, jenachdem der 
Punkt P dem positiven oder negativen Raumteile gegen die ent- 
sprechende Tetraederseite angehört. 

a) Welche Gleichung besteht zwischen diesen vier Gröfsen? 

b) Welche Werte hat man den Koefficienten fi t . . . ^ 4 bei- 
zulegen, um diese Koordinaten auf dem Wege zu erhalten, welcher 
im Anfange dieses Paragraphen angegeben ist? 

c) Welches sind die Ebenenkoordinaten, die mit diesen Punkt- 
koordinaten zusammengehören? 

§ 6. 
Die uneigentlichen Gebilde des Raumes. 

1. Ehe wir weitergehen, wollen wir im Anschlufs an I § 8 
die Lehre von den uneigentlichen Gebilden zum Abschlufs bringen. 
Wir haben schon gesehen, dafs wir auf jeder geraden Linie AB 
einen, und zwar einen einzigen, uneigentlichen Punkt, den soge- 
nannten unendlichfernen Punkt, annehmen müssen. Nun liegt 
jede Parallele zu AB mit ihr in einer Ebene, ohne sie in einem 
eigentlichen Punkte zu schneiden. Soll also der Satz, dafe zwei 
in einer Ebene gelegene Gerade einen Punkt gemeinschaftlich 
haben, keine Ausnahme erleiden, so müssen wir verlangen, dafs 
alle parallelen Geraden denselben unendlichfernen Punkt besitzen. 

2. Sobald zwei Ebenen einen eigentlichen Punkt gemein 
haben, schneiden sie sich, wie die Stereometrie nachweist, in 
einer eigentlichen Geraden. Parallele Ebenen haben keine eigent- 
liche Gerade gemeinschaftlich; damit also der Satz': Zwei (ver- 
schiedene) Ebenen schneiden einander in einer geraden Linie, 
allgemeine Gültigkeit besitzt, müssen wir annehmen, dafs parallele 
Ebenen eine uneigentliche Gerade gemeinschaftlich haben. Diese 
Gerade kann keine eigentlichen, sondern nur uneigentliche Punkte 
besitzen; in ihr müssen aber alle uneigentlichen Punkte der beiden 
Ebenen liegen, da sie von jeder in einer dieser Ebenen gelegenen 
Geraden geschnitten werden mufs. Daraus ergiebt sich von neuem 
der Satz, dafs alle unendlichfernen Punkte einer Ebene in gerader 
Linie liegen; unsere Betrachtung zeigt uns aber auch, dafs alle 
einander parallelen Ebenen dieselbe unendlichferne Gerade gemein- 
schaftlich haben. 
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3. Jetzt gilt der Satz allgemein, dafs eine Gerade mit einer 
Ebene, in der sie nicht ganz enthalten ist, einen Punkt gemein 
hat. Man lege nämlich durch die Gerade und einen Punkt der 
gegebenen Ebene eine zweite Ebene; die Schnittlinie der beiden 
Ebenen liegt mit der gegebenen Geraden in einer Ebene, hat also 
einen Punkt mit ihr gemeinschaftlich, und dieser Punkt gehört 
sowohl der gegebenen Geraden wie der gegebenen Ebene an. 

Daraus folgt, dafs drei Ebenen, welche keine gerade Linie 
gemeinschaftlich haben, sich in einem eigentlichen oder uneigent- 
lichen Punkte schneiden. Die drei Ebenen können einander nicht 
parallel sein, weil sie sonst dieselbe unendlichferne Gerade gemein- 
schaftlich hätten; daher müssen sich mindestens zwei unter ihnen 
in einer Geraden schneiden. Der Punkt, den die Schnittlinie von 
zwei Ebenen mit der dritten Ebene gemein hat, gehört allen drei 
Ebenen an. 

4. Um den eigentlichen Punkt P mit dem uneigentlichen 
Punkte einer geraden Linie zu verbinden, hat man durch den 
Punkt P die Parallele zu AB zu ziehen. Sollen aber die beiden 
unendlichfernen Punkte der Geraden AB und CD, die natürlich 
nicht parallel sein dürfen, durch eine gerade Linie verbunden 
w r erden, so konstruiert man eine Ebene, die zu den beiden Geraden 
parallel ist; die unendlichferne Gerade dieser Ebene ist die ver- 
langte Linie. 

5. Durch eine eigentliche Gerade und einen unendlichfernen 
Punkt, der der Geraden nicht angehört, läfst sich eine Ebene 
legen; es ist die Ebene, weiche durch die gegebene Gerade 
parallel zu einer geraden Linie gelegt werden kann, in der der 
unendlichferne Punkt liegt. 

Auch durch eine unendlichferne Gerade und einen eigent- 
lichen Punkt kann man eine Ebene legen. Zur Bestimmung der 
uneigentlichen Geraden mufs eine Ebene gegeben sein, der die 
Gerade angehört. Man hat also durch den Punkt eine Ebene zu 
legen, welche zu der gegebenen Ebene parallel ist. 

Soll aber eine Ebene durch eine unendlichferne Gerade und 
einen ihr nicht angehörenden uneigentlichen Punkt gehen, so 
kann auf ihr kein eigentlicher Punkt liegen, da sie sonst nur die 
Punkte einer einzigen uneigentlichen Geraden enthielte. Eine 
solche Ebene, enthält daher nur uneigentliche Punkte und uneigent- 
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liehe Gerade; da sie aber andererseits mit jeder eigentlichen Ebene 
eine Gerade und mit jeder eigentlichen Geraden einen Punkt 
gemeinschaftlich hat, so müssen in ihr alle uneigentlichen Punkte 
und geraden Linien liegen. Somit gehören alle uneigentlichen 
Punkte des Raumes einer Ebene, der unendlichfernen Ebene, an. 

Dasselbe können wir auch auf folgende Weise erkennen. 
Wenn zwei unendlichferne Gerade gegeben sind, so liegt jede 
von ihnen in einer eigentlichen Ebene; diese beiden Ebenen können 
nicht parallel sein, weil die unendlichfernen Geraden als ver- 
schieden vorausgesetzt werden. Daher haben die Ebenen eine 
eigentliche Schnittlinie, und der unendlichferne Punkt derselben 
ist den beiden gegebenen Geraden gemeinschaftlich. Demnach 
läfst sich durch die beiden gegebenen Geraden eine Ebene legen. 
Nimmt man jetzt eine dritte unendlichferne Gerade hinzu, so 
mufs sie die beiden ersteh Geraden schneiden, also in der durch 
sie bestimmten Ebene liegen. Alle unendlichfernen Geraden ge- 
hören also einer Ebene an. 

6. Da jede Gerade im Unendlichfernen zusammenhängt und 
gleichsam als eine geschlossene Linie zu betrachten ist, so wird 
der Raum durch eine Ebene nicht zerlegt, sobald man die un- 
endlichferne Ebene mit in Betracht zieht. 

Durch zwei beliebige Punkte A und B, von denen keiner 
in einer Ebene I liegt, läfst sich eine gerade Linie legen; von 
den beiden Teilen dieser Linie, die in den Punkten A und B 
begrenzt werden, hat nur einer einen Punkt mit der Ebene I 
gemeinschaftlich; man kann also vom Punkte A zum Punkte B 
übergehen, ohne der Ebene zu begegnen. 

Zwei Ebenen zerlegen aber den Raum immer in zwei Teile. 
Schneiden sich die Ebenen in einer eigentlichen Geraden g, so 
denke man die eine Ebene um die Gerade g gedreht, bis sie in 
die Lage der zweiten Ebene gelangt; der Raum, den sie bei dieser 
Bewegung beschreibt, besteht aus einem Keil und seinem Scheitel- 
keil; dem übrigen Räume gehören die beiden Nebenkeile an. 
Dafs zwei parallele Ebenen bei der von uns eingeführten An- 
schauung den Raum in zwei Teile zerlegen, ist sofort klar. 

Drei Ebenen, die sich nicht in einer geraden Linie schneiden, 
grenzen vier Raumteile gegen einander ab. Für unsern Zweck 
genügt es, darauf hinzuweisen, dafs in dem Falle, .wo die drei 
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Ebenen einen eigentlichen Punkt gemein haben, sich jedesmal das 
Innere eines Dreikants mit dem seines Gegendreikants zu einem 
einzigen Raumteile vereinigt. 

7. Vier Ebenen, die nicht durch denselben Punkt gehen, 
zerlegen den Raum in acht Teile. Wir begnügen uns damit, den 
Beweis in dem Falle durchzuführen, dafs je drei der gegebenen 
Ebenen einen eigentlichen Punkt gemeinschaftlich haben. Es seien 
dies die Punkte Oi, O*, 3 , 4 . Die Gerade Öi0 2 wird durch 
die Punkte O x und O a in eine endliche und eine unendliche 
Strecke zerlegt; die erstere bezeichnen wir mit OiC^, die letz- 
tere mit ÖiÖ 2 . Entsprechende Bezeichnungen führen wir für 
jede Kante OiOx ein, wo wir unter t, x zwei verschiedene 
Marken der Reihe 1, 2, 3, 4 verstehen; stets soll OiO x die end- 
liche, OiOx die unendliche Strecke sein, die in den Punkten O* 
und Ox begrenzt sind. 

Nach I § 8, 9 (S. 51) ist jeder Teil, in welchen eine Ebene 
durch drei gerade Linien zerlegt wird, ein Dreieck im weiteren 
Sinne, und jedes derartige Dreieck wird, falls seine Eckpunkte 
eigentliche Punkte sind, entweder von einer oder von drei end- 
lichen Strecken begrenzt. Unter (0*0*Oa) verstehen wir das 
endliche Dreieck mit den Eckpunkten O«, O*, Oa; dagegen soll 

das Dreieck (0*0x0;.) von der endlichen Strecke OiO x und 

den unendlichen Strecken O t Ox und Ox Öx eingeschlossen werden. 

Jetzt beweisen wir den Satz: 

Jeder Teil, in den der Raum durch vier Ebenen zerlegt wird, 
wird von vier Dreiecken begrenzt; in Bezug auf diese Dreiecke 
sind drei Fälle möglich: entweder a) sind sie alle endlich, oder 
b) eins ist endlich und die drei andern unendlich, oder c) die 
vier Dreiecke sind unendlich. 

Der erste Teil des Satzes ist eine unmittelbare Folge davon, 
dafs jeder Teil, in welchen die Ebene durch drei gerade Linien 
zerlegt wird, als Dreieck aufgefafst werden kann. Um den zweiten 
Teil zu beweisen, nehmen wir an, der Grenze gehörten zwei 
endliche Dreiecke an. Dann liegen auf der Grenze auch fünf 
endliche Strecken; da aber die Zahl der Kanten gleich sechs ist, 
so könnte höchstens eine unendliche Strecke bei der Einschliefsung 
der beiden andern Dreiecke vorkommen. Das ist aber unmöglich; 
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also sind auch die beiden andern Grenzdreiecke endlich. (Wenn 
z. B. die beiden endlichen Dreiecke 2 3 4 und O1O3O4 der 
Grenze angehören, so liegen auf der den Raumteil begrenzenden 
Gesamtfläche die fünf endlichen Kanten 2 3 , 0^0 4 , 3 4 , 
O1O3 und Oi0 4 ; es kann sich also nur noch fragen, ob die 
beiden andern Dreiecke als letzte Seite die Strecke O1O2 oder 

die Strecke C^Os haben; da aber ein Dreieck entweder keine 
oder zwei unendliche Seiten besitzen mufs, so ist auch die end- 
liche Strecke Oi0 2 eine Seite der fehlenden Dreiecke.) Somit 
ist die Zahl der endlichen Dreiecke gleich vier oder gleich eins 
oder gleich null. 

8. Hiernach übersieht man unmittelbar die Zahl der Teile, 
in welche der Raum durch die vier Ebenen zerlegt wird. Offenbar 
giebt es nur einen Raumteil, der von vier endlichen Dreiecken 
eingeschlossen wird; es ist dies das Innere des Tetraeders. Soll 
dagegen der Raumteil durch drei unendliche und ein endliches 
Dreieck begrenzt werden, so kann man das letztere auf jeder der 
vier Ebenen annehmen. Wenn 2 3 4 das endliche Dreieck 
ist, so gehört jede seiner Seiten noch einer andern Seitenfläche 
an. Jede dieser Flächen besitzt aber zwei unendliche Seiten; es 
sind das diejenigen Strecken, welche nach dem dritten Eckpunkte 
Oi gehen. Demnach gehören der Grenze die endlichen Kanten 

2 3 , 2 4 , 8 4 und die unendlichen Kanten O^s, OiOs, 

Oi0 4 an; der Raumteil wird von dem endlichen Dreiecke 

(0 2 0s0 4 ) und den drei unendlichen Dreicken (OvOsOi), (0 2 4 0! ) 

und (0 3 4 0!) eingeschlossen. Offenbar erhalten wir vier der- 
artige Teile des Raumes. 

Wir fragen uns jetzt, wie die Raumteile beschaffen sind, auf 
deren Grenze keine endlichen Dreiecke liegen. In diesem Falle 
enthält jedes Grenzdreieck eine endliche und zwei unendliche 
Seiten. Kommt O x 2 unter den endlichen Seiten vor, so dürfen 
die beiden Dreiecke, welche diese Kante gemeinschaftlich haben, 
keine weitere endliche Kante besitzen. Auf der Grenze des Raum- 



teils liegen daher die unendlichen Strecken OiOs, 0, 4 , 0*0 3 , 

2 4 . Dann müssen aber die beiden andern Dreiecke, von 
denen das eine seine Eckpunkte in O x , O s und 4 , das andere 
in O i9 O s , 4 hat, noch eine endliche Kante besitzen; das kann 
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nur die Kante Os0 4 sein. Der Raumteil wird also von den un- 
endlichen Dreiecken (Oi0 2 Ös~), (O^ÖÖ, (0 3 4 Ö7), (O s 4 ÖÖ 
eingeschlossen. Solcher Raumteile giebt es drei, da wir das Paar 
O^g, 3 4 durch OiOs, 2 4 und durch OiO«, Oa0 3 er- 
setzen können. 

9. Dafs die Lehre von den Doppelverhältnissen bei der Hin- 
zunahme der uneigentlichen Gebilde des Raumes ungeändert bleibt, 
bedarf nach der eingehenden Besprechung der ähnlichen Be- 
ziehungen für die Ebene (I 9 S. 53) keiner besondern Erläuterung. 
Wenn wir z. B. den Satz, dafs alle geraden Linien durch vier 
Ebenen eines Büschels nach demselben Doppelverhältnis geschnitten 
werden, als allgemein gültig beweisen wollen, so haben wir nur 
noch den Fall zu erledigen, dafs die Transversale einer der vier 
Ebenen parallel ist, ohne zur Kante parallel zu sein. In diesem 
Falle braucht man aber nur durch die Transversale und einen 
Punkt der Axe eine Ebene zu legen, um den Satz, da& wir jetzt 
dasselbe Doppelverhältnis erhalten, auf den in § 9, 4 bewiesenen 
Satz zurückzufuhren. 

10. Es ist noch nachzuweisen, dafs vier Ebenen, welche ein- 
ander parallel sind, also dieselbe unendlichferne Kante besitzen, 
von allen sie durchschneidenden Geraden nach demselben Doppel- 
verhältnisse geschnitten werden. Die Richtigkeit des Satzes folgt 
für zwei in einer Ebene liegende Transversalen auf die in I § 9, 6 
angegebene Weise. Wenn aber die Transversalen zu einander 
windschief sind, so nehme man eine dritte hinzu, welche je mit 
einer von ihnen in einer Ebene liegt, etwa der einen parallel ist 
und die andere schneidet. 

Übungen : 

1) a) Vier harmonische Ebenen, welche durch dieselbe eigent- 
liche Kante hindurchgehen, werden von einer Geraden durch- 
schnitten, welche zu einer dieser Ebenen parallel ist; wie liegen 
die drei eigentlichen Schnittpunkte zu einander? 

b) Die vier Ebenen werden von einer Ebene durchschnitten, 
welche zur gemeinsamen Kante, aber nicht zu einer der Ebenen 
parallel ist; wie liegen die Schnittlinien zu einander? 

c) Die vier Ebenen werden von einer Ebene geschnitten, 
welche zu einer unter ihnen parallel ist; die gegenseitige Lage 
der Schnittlinien soll angegeben werden. 
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2) Man unterscheidet Strahlenbüschel mit einem eigentlichen 
und einem uneigentiichen Mittelpunkte, sowie Ebenenbüschel mit 
einer eigentlichen und einer uneigentlichen Geraden als Axe, 
endlich Punktreihen auf einer eigentlichen und einer uneigent- 
lichen Geraden als Träger; man charakterisiere die einzelnen 
Arten. 

3) Indem man dem Räume die uneigentlichen Punkte beilegt 
und ihn somit im Unendlichfernen als zusammenhangend be- 
trachtet, sollen die Teilungen angegeben werden, welche ent- 
stehen : 

a) durch drei einander parallele Ebenen, 

b) durch zwei parallele und die unendlichferne Ebene, 

c) durch drei Ebenen, welche sich paarweise in parallelen 
Geraden schneiden, 

d) durch drei sich in einem Punkte schneidende und die 
unendlichferne Ebene, 

e) durch vier Ebenen, welche paarweise parallel sind. 

§7. 
Die Quotienten der Koordinaten als Doppelverhältnisse. 

1. Denjenigen Punkt, für den die vier Koordinaten x t , x 2 , 
x 3 , x 4 denselben Wert haben, nennen wir den Einheitspunkt 
des Systems. Bezeichnen wir die von diesem Punkte auf die 
Koordinatenebenen gefällten Senkrechten mit ei, e 2 , e 3 , e 4 , so 
ist (nach § 5, 1) x, =^e,, x^^^e*, x 3 =^e 8 , x 4 =^ 4 e 4 , 
also müssen die Gleichungen bestehen: 

(1) ^id =^/ 2 e 2 =// 3 e 3 =/i 4 e 4 . 

Wenn für einen Punkt, von dem aus die Senkrechten p f , 
Pi, Psj P4 auf die Koordinatenebenen gefällt sind, pi : p 4 = /k 4 :fi x 
sein soll, so mufs der Punkt auf einer gewissen Ebene liegen, die 
leicht gefunden werden kann, sobald man die Werte von p^ und 
jti 4 kennt. Demnach kann der Einheitspunkt als der (eigentliche 
oder uneigentliche) Schnittpunkt der drei Ebenen ^p! = ^ 4 p 4 , 
^ 2 p 2 =/K 4 p 4 , jU 8 p3 — jK 4 p 4 oder der Ebenen x 1 =x 4 , x 2 = x 4 , 
x.h = x 4 gefunden werden. Dieser Punkt gehört auch, unabhängig 
davon, ob er ein eigentlicher oder uneigentlicher Punkt ist, den 
Ebenen fi i p l = /w 2 p 2 , /KiPi =*(isp$, P*P* —/"sPs (oder den Ebenen 
Xi = x 2 , Xi ~x s , x 2 — x 8 ) an. 
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2. Umgekehrt können wir jeden Punkt, der nicht auf einer 
Koordinatenebene liegt, zum Einheitspunkte wählen und dann die 
Verhältnisse der Koordinaten für jeden Punkt bestimmen. Wir 
beweisen den Satz vorläufig nur unter der Annahme, dafs sowohl 
die Eckpunkte des Koordinatentetraeders wie der Einheitspunkt 
eigentliche Punkte sind. Dann können wir auf die Seiten des 
Tetraeders die Senkrechten e,, e 2 , e 3 , e 4 fällen. Nach (1) müssen 
die vier Produkte /Wie,, p 2 e 2 , /K 3 e 3 , j/ 4 e 4 einander gleich sein; 
den gemeinschaftlichen Wert können wir noch willkürlich wählen 
und dann die Koefficienten fi l9 p 2 , fi 9 , fi A eindeutig bestimmen. 
Wir können aber vermittelst der Gleichungen (1) die Verhältnisse 
dieser vier Koefficienten berechnen und finden somit für jeden 
Punkt die Verhältnisse der Koordinaten x t , x 2 , x 8 , x 4 . Somit 
gilt der Satz: 

Kennt man das Koordinatentetraeder und den Ein- 
heitspunkt, so können die Verhältnisse der Koordinaten 
für jeden Punkt ermittelt werden. 

3. Es ist 

(2) ?L = Q2l = Hl : ^ = Ei : ?i. 
Xt fi 2 p 2 p 2 ' p x p 2 e 2 

Hier ist ip t die vom Punkte (x!...x 4 ) auf die Ebene 2 0,0 4 
und p 2 die von demselben Punkte auf die Ebene (XO3O4 ge- 
fällte Senkrechte. Auf dieselben beiden Ebenen sind vom Ein- 
heitspunkte E die Senkrechten ei und e 2 gefällt. 

Demnach stellt der Bruch 

PL : 5L 
Pä " e 2 

das Doppelverhältnis dar, nach welchem der von den Ebenen 
2 3 4 und Oi0 3 4 gebildete Winkel durch diejenigen beiden 
Ebenen geteilt wird, welche durch ihre Kante und je einen der 
Punkte P und E gelegt werden können. Es ist also 

(2) ^=(0 3 4 : O.OxPE). 

x 2 

Wir wollen diesen Satz auch in anderer Weise aussprechen. 
Zu dem Ende nennen wir die vier Koordinatenebenen I, II, III, 
IV. Durch die Schnittlinie OsO.^ der Ebenen I und II legen wir 
eine Ebene Z7i 2 , die den Punkt P, und eine Ebene E li9 die den 
Punkt E enthält. In ähnlicher Weise bestimmen wir die Ebenen 
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77,3, /7 14 , 11*3, Z7 24 , /7 34 und die Ebenen E xz , E XAy E 2S , 2? 24 , 
E i4t . Dann gelten die Beziehungen: 

(3) * = (I II ü 12 £?„), . . . ^ — (III IV 77 34 E 9l ). 
x 2 x 4 

Die Kante OiO x möge, wo i, x irgend zwei Marken aus 
der Reihe 1, 2, 3, 4 sind, die Ebene ütx in einem Punkte P<* 
und die Ebene E IX in einem Punkte E tx treffen; alsdann besteht 
die Gleichung: 

(4) xi :xx = (OxOi Pi*E**). 

4. Einheitsebene nennen wir diejenige Ebene, für welche 
die Koordinaten Ui, u 2 , u ;i , u 4 denselben Wert haben. Diese 
Ebene hat in den Punktkoordinaten die Gleichung: 

Xi + x 2 + x s + x 4 = 0. 

Sie schneidet demnach die Kante C^O* in einem Punkte: 

X 3 = X 4 = 0, Xi + X 2 " 0. 

Diejenige Ebene, welche durch die Kante 3 4 und den 
Einheitspunkt geht, hat nach 1. die Gleichung: 

Xi — x 2 = 0. 

Nun liegen (nach § 5, 4) die vier Ebenen 

Xi = 0, x 2 =0, X! + x 2 = 0, x t — x 2 = 
harmonisch; sie schneiden also auch die Kante C^C^ in vier 
harmonischen Punkten. Den Schnittpunkt mit der Ebene x x — x 2 =0 
haben wir soeben schon mit Ei 2 bezeichnet; wir nennen den 
Schnittpunkt mit der Ebene X! + x 2 = (und demnach auch mit 
der Ebene X! + x 2 + x 3 -f- x 4 = 0) E l2 '. Dann liegen die Punkte 
Ei* und Ei 2 ' zu den Punkten Oi und 2 harmonisch. Demnach 
schneidet die Einheitsebene jede Kante OtO* in einem Punkte 
E/#', der in Bezug auf die Punkte Ot und O* zu dem vorhin 
eingeführten Punkte E** harmonisch liegt. 

Umgekehrt können wir auf der Kante Oi0 2 den zu E l2 
harmonischen Punkt Ei 2 ', auf C^Os den zu E 18 harmonischen 
Punkt E 13 ' und auf OiO t den zu E, 4 harmonischen Punkt E 14 ' 
bestimmen. Die durch diese drei Punkte gelegte Ebene hat die 
Gleichung : 

xi + x 2 + x 3 + x 4 = 0, 
wie man auf folgende Weise sieht : 

Für x 3 =x 4 =0 mufs ihre Gleichung übergehen in x 1 +x 2 =0, 
also müssen Xj und Xj denselben Koefficienten haben; da die 
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Gleichung für x_, — x 4 — in x x + x 3 =» und für x 2 = x 3 = 
in Xi -f- x 4 — übergeht, so müssen die vier Koefficienten den- 
selben Wert haben; sie ist also die Einheitsebene. 

Hätte man dieselbe Konstruktion für irgend drei andere, in 
einem Eckpunkte zusammenstofsende Kanten durchgeführt, so 
wäre man zu derselben Ebene gelangt; daher gilt der Satz: 

Sucht man auf jeder Kante eines Tetraeders den 
Schnittpunkt mit der durch die gegenüberliegende 
Kante und einen festen Punkt gelegten Ebene und be- 
stimmt denjenigen Punkt, welcher zu diesem Schnitt- 
punkte in Bezug auf die in der Kante gelegenen Eck- 
punkte harmonisch liegt, so erhält man sechs Punkte, 
welche in einer Ebene liegen. 

Diejenige Ebene, welche dem festen Punkte gegenüber die 
in diesem Lehrsatze angegebene Lage hat, nennen wie die Har- 
monikalebene des Punktes in Bezug auf das Tetraeder. 

Hieraus geht hervor, dafs nur dann die Bedingung für das 

Zusammenfallen eines Punktes (x) und einer Ebene (u) in der 

Form: 

x { u { + x 2 u 2 + x 3 u 8 + X4U4 = 

ausgedrückt werden kann, wenn die Einheitsebene die Harmonikai- 
ebene zum Einheitspunkte in Bezug auf das Koordinaten-Tetraeder 
ist. Umgekehrt genügt aber auch diese Lage, damit die Be- 
dingungsgleichung die angegebene Form erhält. Wir können 
daher sagen: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dafs Punkt- 
und Ebenenkoordinaten zusammengehören, besteht darin, dafs 

a) beiden Systemen dasselbe Tetraeder zu Grunde liegt, 

b) die Einheitsebene die Harmonikaiebene des Einheitspunktes 
für das Koordinaten-Tetraeder ist. 

5. Es sollen v l9 r 2 , v 9 , v± wieder die vier eingeführten 
Koefficienten sein, und mit £ l3 e 2 , e 3 , £4 sollen die Senkrechten 
bezeichnet werden, welche von den Punkten Oi, 2 , 3 , 4 auf 
die Einheitsebene gefällt werden können. Dann mufs sein: 

(5) v l s l = r 2 e 2 = J> 3 £ 3 = *> 4 f 4 . 

Sind wieder Ui, u 2 , u 3 , u 4 die Koordinaten einer beliebigen 
Ebene und r l3 r 2 , r 3 , r 4 die von den Punkten O^ 2 , O s , 4 
auf sie gefällten Senkrechten, so ist: 
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Ui = ViTi, u 2 = v 2 r 2 , u 3 — r 3 r 3 , u 4 = r 4 r 4 , 
also: 

Ui _ vtr± = £l . ^ = ?i . ?i. 
u 2 v 2 t 2 r 2 * Vi r 2 ' St 

Die Einheitsebene wird von den einzelnen Kanten in den 
Punkten E l2 ', E 13 ' . . . E 34 ' getroffen, die wir bereits oben ein- 
geführt haben; die Schnittpunkte der Kanten mit der Ebene 
(ui, u 2 , u 3 , u 4 ) mögen mit Cu, C l9 . . . C 34 bezeichnet werden. 

Dann stellt der Quotient — : — das Doppelverhältnis der vier 

r 2 f 2 

Punkte (0 1 2 C 12 E 12 / ) dar; somit ist: 

^-=.(O t 8 C 18 E 18 ') 

u 2 

und entsprechend: 

(6) Ui : u 3 — (0,0 3 C l3 E 13 ') . . . u 3 : u 4 =* (0 3 4 C 34 E 34 ). 

Sind ui, u 2 , u 3 , u 4 die Koordinaten einer Ebene, so 
stellt der Bruch u* : u* das Doppelverhältnis dar, nach 
welchem die Kante O/O* des Tetraeders durch die Ebene 
(ui . . . u 4 ) und die Einheitsebene geteilt wird. 

6. Die Verhältnisse der Koordinaten X! . . . x 4 können für 
jeden eigentlichen und uneigentlichen Punkt in doppelter Weise 
gefunden werden, nämlich erstens, indem man von der oben 
(§ 5, 1) gegebenen Definition ausgeht, und zweitens, indem man 
neben dem Koordinaten -Tetraeder auch den Einheitspunkt zu 
Grunde legt. Um nach der ersten Methode für einen Punkt P, 
der nicht in der Ebene x 4 = liegt, das Verhältnis X! : x 4 zu 
finden, legt man durch die Axe 2 3 die Ebene, welche den 
Punkt P enthält. Das Schnittverhältnis, nach welchem der von 
den Ebenen xi = und x 4 = begrenzte Keil durch die neue 
Ebene geteilt wird, sei gleich Oi. 

In gleicherweise möge der Keil (0 1 3 4 , O^.fi.^ durch 
die Ebene 1 3 P nach dem Verhältnisse o 2 und der Keil 
(Oi0 2 4 , 1 2 8 ) durch Oi0 2 P nach dem Verhältnisse o 3 
geteilt werden. Ferner sei 

1*4. 04 l"4 



§ 7. Die Quotienten der Koordinaten als Doppelverhältnisse. 49 
Dann ist: 

X ^ X 2 Xj 

X 4 X 4 X4 

Jetzt wird aber auch, wie man leicht sieht, der Keil 

(0 2 o 8 o 4 , 0,030,) 

durch die Ebene O s 4 P nach dem Verhältnisse o x : <J 2 geteilt; 
somit ist: 

x, : x 2 » t 1 :t 2 > x^ . x 3 = t, • t 8 , x 2 • x 3 = t 2 : r 3 . 

Sollte der Punkt in der Ebene x 4 — 0, aber etwa nicht in 
der Ebene x 8 =0 liegen, so bestimme man in gleicher Weise 
die Verhältnisse x x : x 3 und x 2 : x 3 . 

Die zweite Methode benutzt den Einheitspunkt. Man legt 
durch eine jede Kante die beiden Ebenen, von denen die eine 
nach dem zu bestimmenden Punkte, die andere nach dem Ein- 
heitspunkte geht; das Doppelverhältnis zwischen diesen beiden 
Ebenen und den durch die Kante gehenden Seiten des Tetraeders 
stellt das Verhältnis der entsprechenden Koordinaten dar. Auch 
jetzt sind von den sechs auf diese Weise erhaltenen Verhältnissen 
nur drei von einander unabhängig. 

7. Umgekehrt läfst sich nach beiden Methoden ein einziger 
Punkt finden, dessen Koordinaten gegebene Verhältnisse bilden, 
für den also bei gegebenen Werten von g x , g 2 , g 3 , g 4 die Be- 
ziehungen gelten: x t : x 2 : x 3 : x 4 = gj : g 2 : g 3 : g 4 . Beidemale 
erhalten wir sechs Ebenen, auf denen der gesuchte Punkt liegen 
mufs, und diese Ebenen gehen regelmäfsig durch einen eigent- 
lichen oder uneigentlichen Punkt hindurch. 

Die Lage eines jeden Punktes ist also durch die 
Verhältnisse seiner Koordinaten eindeutig bestimmt. 

8. Dasselbe gilt von den Ebenen des Raumes. Die Verhält- 
nisse der Koordinaten Ui . . . u 4 liefern uns auf jeder Kante des 
Koordinaten-Tetraeders einen Punkt der Ebene, mag man von 
der ursprünglichen Definition der Gröfsen \x x . . . u 4 ausgehen 
oder den in 5. bewiesenen Satz benutzen. Da 

u 1 ==v 1 r l , u 2 =i> 2 r 2 , u 3 =i> 3 r 3 , u 4 =*> 4 r 4 
ist, der Bruch r x : r 2 uns aber das Verhältnis angiebt, nach wel- 
chem die Strecke O x 2 in ihrem Schnittpunkte mit der gegebenen 
Ebene geteilt wird, so ist dieser Schnittpunkt bekannt, sobald die 
Koefficienten v l9 v 2 und das Verhältnis u x : u 2 gegeben sind. 

Killing, Lehrbach der analyt. Geometrie. II. 4 
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Fassen wir aber den Quotienten Ui : u* als das Doppelverhältnis 
auf, in welchem die Endpunkte der Kante Oi 2 zu ihren Schnitt- 
punkten mit der zu bestimmenden Ebene und der Einheitsebene 
stehen, so erhalten wir wiederum einen bestimmten Schnittpunkt. 
Die sechs auf diese Weise gefundenen Punkte liegen aber in 
einer Ebene. 

9. Hiernach ist es angebracht, bei den Untersuchungen nur 
die Verhältnisse der Koordinaten zu benutzen. Dann müssen 
aber auch alle vorkommenden Gleichungen nicht von den Koordi- 
naten selbst, sondern nur von ihren Verhältnissen abhängig sein ; 
sie dürfen sich also nicht ändern, wenn man die vier Variabein 
mit derselben Gröfse multipliziert. Eine Gleichung zwischen ver- 
änderlichen Gröfsen, welche ungeändert bleibt, wenn man alle 
Veränderlichen mit einer beliebigen Gröfse q multipliziert, heifst 
eine homogene Gleichung. 

Eine homogene Gleichung zwischen den vier Variabein x, , 
Xj{, x 3 , x 4 kann für alle von null verschiedenen Werte von x 4 
in eine Gleichung zwischen den drei Variabein x x : x 4 , x 2 : x 4 , 
x 3 : x 4 verwandelt werden. Man könnte daher versucht sein, 
statt der vier Variabein X! . . . x 4 die drei neuen Variabein ein- 
zuführen. Da aber die hierfür erhaltene Gleichung nicht unmittel- 
bar für die Punkte der Ebene x 4 = angewandt werden kann, 
ist es meistens besser, die vier Variabein beizubehalten. 

10. Dementsprechend sehen wir in allen folgenden Unter- 
suchungen von den wahren Werten der Koordinaten ab und 
beachten nur ihre Verhältnisse. Unter dem Zeichen (xi, x 2 , x 3 , x 4 ) 
verstehen wir den Punkt, dessen Koordinaten sich wie die Gröfsen 
Xi, x 2 , x 3 , x 4 verhalten. Die in § 5, 1 bestimmten Gröfsen x,, 
x 2 , x 3 , x 4 dürfen daher noch mit einer ganz beliebigen, von null 
verschiedenen Gröfse q multipliziert werden. Mit andern Worten, 
wir verlangen nicht, dafs die vier dort eingeführten Koefficienten 
konstante Werte haben, sondern nur, dafs diese Gröfsen in einem 
konstanten Verhältnisse zu einander stehen. 

Ebenso wollen wir bei Ebenenkoordinaten nicht die wahren 
Werte, sondern nur die Verhältnisse in Betracht ziehen. Das 
Symbol (u!, u 2 , u 3 , u 4 ) zur Bestimmung einer Ebene soll nur 
angeben, dafs die Koordinaten im Verhältnisse u x : u 2 : u 3 : u 4 
stehen. Statt demnach, wie wir in § 5, 1 gefordert haben, die 
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Senkrechten r,, r t , r 8 , r 4 mit festen Konstanten v i9 i> 2 , i> 8 , r 4 
zu multiplizieren, brauchen wir von jetzt an nur zu verlangen, 
dafs diese Koefficienten feste Verhältnisse zu einander haben. 

Bei den neuen Bestimmungen ändern sich die Bedingungen 
dafür nicht, dafs die Punkt- und die Ebenen-Koordinaten zusammen- 
gehören, weil die Gleichungen 

t*\V\ ht — /<*»>« h« — ii*v z \i z — /fji^lu 
sowohl in den fi x . . . /u 4 , als in den v x . . . v 4 homogen sind. 

Indem wir diese Festsetzungen festhalten, dürfen wir nur 
solche Gleichungen benutzen, welche sowohl in den Punkt- als 
in den Ebenen-Koordinaten homogen sind; aus diesem Grunde 
nennen wir diese Koordinaten selbst homogene Koordinaten. 

Übungen : 

1) In welcher Beziehung stehen die in § 5, 1 eingeführten 
Koefficienten fii . . . fi A und v x . . . t> 4 zu einander, wenn der 
Einheitspunkt 

a) der Mittelpunkt der dem Tetraeder eingeschriebenen 
Kugel und 

b) der Schwerpunkt des Tetraeders ist? 

2) Um die Lage eines Punktes P zu bestimmen, setze man 
fest, dafs die vier Strecken x x = PP!, x 2 =-» PP«, x 8 = PP S , 
x 4 ™ PP 4 unter demselben Winkel gegen die Koordinatenebenen 
geneigt sind. 

a) Wie findet man den Punkt, wenn die Winkel selbst un- 
bekannt sind? 

b) Was bleibt ungeändert, wenn der Winkel sich von Punkt 
zu Punkt willkürlich ändert? 

c) Welches ist der Einheitspunkt bei dieser Festsetzung? 

3) a) Welche Änderungen gehen mit den Koordinaten xi, 
x 2 , x 3 , x 4 vor sich, wenn man das Koordinaten-Tetraeder un- 
geändert läfst, aber dem Einheitspunkte eine beliebige andere Lage 
giebt? 

b) Wie ändert sich die Gleichung a^ + a 2 x 2 + a 3 x 3 -{- 
a 4 x 4 =»0 bei blofser Änderung des Einheitspunktes? 

c) Welche Änderung erleidet hierbei die quadratische Glei- 
chung 2?a**x*x* = 0? Wie wird hierdurch die Determinante 
aus den Koefficienten, wie die Unterdeterminante S± ai ^22*33, 
wie die Unterdeterminante ana 2 2 — a 12 a 2 i geändert? 

4* 
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4) a) Welche Bedingungen müssen zwischen den Koefficienten 
a i> a 2, a 8 , a 4 und b l3 b 2 , b s , b 4 bestehen, damit die Formen 
a lX f +a 1 x»+a 8 x|+a 4 xj und b iy J + b 2 yl + b 3 y§ + b 4 xj 
durch blofse Änderung des Einheitspunktes in einander übergeführt 
werden können? 

b) Wann kann die Form a x xf + a 2 x§ + a 8 x§ + a 4 x f au f 
die Form yf +y| +y| + yf, wann auf die Form yf +y| - 
yi — yf gebracht werden? 

5) a) Es seien g 19 g 2 , g 3 , g 4 die Koordinaten der unendlich- 
fernen Ebene; man soll die Bedingung angeben, unter welcher 
der Punkt (x { . . . x 4 ) ein uneigentlicher Punkt ist. 

bj Welchen Bedingungen genügen jetzt die Koordinaten der 

auf der Ebene a x x t + a 2 x 2 4~ a 3 x s "I" a 4 x 4 = ~^ gelegenen un- 
endlichfernen Geraden? 

c) Man bestimme die Koordinaten für den unendlichfernen 
Punkt der Schnittlinie der beiden Ebenen 

a i X l + a 2 X 2 + a 3 X 3 + a 4 X 4 = Und 

b 1 x 1 -f b 2 x 2 + b s x 8 + b 4 x 4 = 0. 

d) Welche Gleichung hat die Ebene, welche durch den Punkt 
(x) parallel zur Ebene a x x x + • • • H~ a 4 x 4 =■■ 0- gelegt werden 
kann ? 

e) Man gebe die Gleichungen für diejenige gerade Linie an, 
welche parallel zu der Schnittlinie der in c) angegebenen Ebenen 
durch den Punkt (x') gezogen werden kann. 

§ 8. 

Specielle Koordinatensysteme. 

1. Wir haben im zweiten Paragraphen angenommen, dafs 
die vier Eckpunkte des Koordinaten-Tetraeders eigentliche Punkte 
sind; nur bei dieser Annahme dürfen wir die Koordinaten eines 
Punktes durch die auf die Seiten des Tetraeders gefällten Senk- 
rechten und die Koordinaten einer Ebene durch die auf dieselbe 
von den Eckpunkten aus gefällten Senkrechten, unter Benutzung 
von beliebig gewählten Koefficienten, bestimmen. Dagegen bleibt 
die Definition durch Doppelverhältnisse auch gültig, wenn einer 
oder mehrere Eckpunkte des Tetraeders im Unendlichfernen liegen. 
Um das zu erkennen, brauchen wir nur die Ergebnisse des § 6 
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zu berücksichtigen. Vielfach nehmen aber hierbei die Verhält- 
nisse der Koordinaten eine einfachere Bedeutung an, als in dem 
Falle, dafs alle Eckpunkte im Endlichen liegen. Aus diesem 
Grunde wollen wir auf solche Koordinatensysteme etwas genauer 
eingehen. 

2. Zunächst nehmen wir an, nur ein Eckpunkt des Tetraeders 
falle ins Unendlichferne. Es sollen demnach die Punkte Oi, O*, 
3 eigentliche Punkte sein; dagegen soll der Punkt 4 der un- 
endlichferne Punkt der drei parallelen Axen OiX, 2 Y, O s Z 
sein. Um den Einheitspunkt passend zu wählen, tragen wir auf 
den Axen OiX, 0*Y, 3 Z in negativer Richtung der Reihe nach 
die Strecken OiE^ 2 E 2 , 3 E 3 ab, von denen jede gleich der 
Längeneinheit ist. Jetzt lege man durch 2 , O s , E ly sowie 
durch 3 , Oi, E 2 und durch O l9 O a , E 3 je eine Ebene und 
wähle den Schnittpunkt E dieser drei Ebenen zum Einheitspunkte. 
Durch den Punkt P und jede der drei Geraden 2 3 , 3 0i 
und O^^ lege man eine Ebene; die erste von diesen schneide 
OiX in Pi, die zweite schneide 2 Y in P 2 , die dritte schneide 
3 Z in P 3 . Alsdann ist der Bruch X! : x 4 gleich dem Doppel- 
verhältnisse (0 2 3 : C^OiPE), oder weil 4 der unendlichferne 
Punkt der Geraden OiX ist und diese Gerade von der Ebene 
2 3 P in P] und von der Ebene 2 3 E in Ei geschnitten wird, 
gleich dem Bruch O^ : OiPi. Ebenso ist 

x 2 : x 4 = 2 E 2 : O^P 2 und x 3 : x 4 = 3 E 3 : O3P3. 

Da aber die Strecken OiE^ 0_>E 2 und O d E :i gleich der nega- 
tiven Längeneinheit sind, so wird 

Xj —1 x 2 — 1 x 3 _ - 1 



x 4 O.P/ x 4 2 P 2 ' x 4 O s P 3 
Die reciproken Abschnitte, welche die durch den zu bestim- 
menden Punkt und je eine der drei Geraden 2 3 , O3O1 und 
0^2 gelegten Ebenen auf den Axen OiX, 2 Y und O s Z ab- 
trennen, können als Koordinaten des Punktes angesehen werden; 
in diesen Gröfsen ist die Gleichung einer jeden Ebene vom ersten 
Grade. 

Nur für die Punkte der Ebene Oi0 2 3 mufs man die Ver- 
hältnisse x 1 :x 8> x 8 :x 19 x 2 :x 3 berücksichtigen; über ihre Be- 
deutung brauchen wir nichts mehr zu sagen. 
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3. Besonderes Interesse gewähren in diesem Falle die Koordi- 
naten einer Ebene. Der angegebenen Wahl des Einheitspunktes 
entspricht es, die Einheitsebene so zu wählen, dafs sie die Axen 
O x X, 2 Y, 3 Z in drei Punkten E u E 2 , E s trifft, für welche 
die Strecken O l E 1 , Ö 2 E 2 , O s # 8 gleich der positiven Längen- 
einheit sind. Wenn jetzt die zu bestimmende Ebene diese Axen 
bzw. in den Punkten r t > r f9 r n schneidet, so ist: 

u 4 iUlU * ilAl) 1\Ö^ E.O, O.E.'E.O, 
Der letzte Doppelbruch hat aber, weil der Punkt 4 ein 
unendlichferner Punkt und die Strecke OiE { gleich der Einheit 
ist, den Wert Oi /^ . Ebenso ist u 2 : u 4 — 2 .T 2 , u« : u 4 ~ Os/V 
Man kann also jede Ebene durch die Abschnitte bestimmen, welche 
durch dieselbe auf den Axen O x X, 2 Y, O s Z abgeschnitten 
werden. Da diese Art der Bestimmung einen speciellen Fall 
unserer Tetraeder-Koordinaten darstellt, so ist bei Benutzung dieser 
Gröfsen die Gleichung eines jeden Punktes vom ersten Grade. 
(Schweringsche Koordinaten.) 

Diejenigen Ebenen, welche zu der Richtung OiX parallel 
sind, werden durch die angegebenen Gröfsen nicht bestimmt; 
für solche Ebenen mufs man die Verhältnisse u x : u 2 : u s berück- 
sichtigen. 

4. Es ist nicht nötig, die geometrische Bedeutung der Koordi- 
naten für den Fall zu ermitteln, dafs zwei Eckpunkte des Koordi- 
naten-Tetraeders ins Unendlichferne fallen. Von praktischer 
Wichtigkeit ist nur noch der Fall, dafs die drei Punkte O t9 2 , O s 
uneigentliche Punkte sind und nur die Kanten 4 X (= 4 0i ), 
4 Y (=0 4 2 ) und 4 Z (=0405) im Endlichen liegen. In 
diesem Falle nennen wir das Dreikant (0 4 : XYZ) das Koordi- 
naten-Dreikant und fassen jede Ebene, welche zwei seiner Kanten 
verbindet, als die der dritten Kante gegenüberliegende Koordinaten- 
ebene auf. Wir wählen den Einheitspunkt so, dafs jede Strecke, 
welche von ihm aus parallel einer Axe bis zur gegenüberliegenden 
Koordinatenebene gezogen wird, der positiven Längeneinheit gleich 
ist. Somit schneidet jede Ebene, welche durch den Einheitspunkt 
parallel zu einer Koordinatenebene gelegt wird, von der nicht in 
dieser Ebene enthaltenen Axe eine Strecke gleich der positiven 
Längeneinheit ab. Schneidet also die durch E parallel zu 4 YZ 
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gelegte Ebene die Axe 4 X in E^ die parallel zu 4 X gelegte 
Ebene die 4 Y in E 2 , und die parallel zu 4 XY gelegte Ebene 
die 4 Z in E 3 , so ist 4 Ej = 4 E 2 — 4 E 3 «■ + 1- 

Um die Koordinaten eines Punktes P anzugeben, lege man 
durch ihn die Ebenen, welche zu den Koordinatenebenen parallel 
sind, und bestimme jedesmal den Schnittpunkt mit der gegen- 
überliegenden Axe; die Ebene parallel zu 4 YZ *möge 4 X in 
Pi, die Ebene parallel zu 4 ZX möge 4 Y in P 2 und die Ebene 
parallel zu 4 XY möge 4 Z in P Ä schneiden. Nennen wir xi, 
x 2 , x 3 , x 4 die Koordinaten des Punktes P, welche unserer Wahl 
des Tetraeders und des Einheitspunktes entsprechen, so ist 

Xl : x 4 — (0 2 8 : 4 O t PE). 

Nun ist 2 O s die unendlichferne Gerade der Ebene 4 YZ; 
daher sind die Ebenen 2 3 P und 2 3 E zur Ebene 4 YZ 
parallel, während die Ebene OgOgOj die unendlichferne Ebene 
ist. Somit ist: 

5. _ rn n p f ^ OfPi . O4E1 O4P, PiO, 

x — ^u 4 U! r.ct; — Pi0 - . £i0i — Q ^ Ei . EiQi 
oder 

Xj '. X 4 s"* vJ 4 x 1 , 

weil Oi der unendlichferne Punkt der Gerade 4 X und 
4 E! = 1 ist. 

Setzen wir 4 Pi = x, 4 P 2 — y, 4 P 3 =*z, so ist 
Xi 1 x 4 =* x, x 2 1 x 4 ==» y, X3 r x 4 = 5 z. 
Hiernach sind die Cartesischen Koordinaten ein specieller 
Fall der Tetraeder-Koordinaten; man gelangt zu ihnen, indem 
man drei Eckpunkte des Tetraeders in der unendlichfernen Ebene 
annimmt und den Einheitspunkt in einer bestimmten Weise wählt. 
Statt die Gröfsen x, y, z durch die Abschnitte auf den Axen zu 
bestimmen, kann man sie auch gleich den Strecken setzen, welche 
vom Punkte aus parallel zu je einer Axe bis zur gegenüber- 
liegenden Koordinatenebene gezogen sind. 

5. Die Gröfsen x, y, z werden für unendlichferne Punkte 
selbst unendlich; dagegen können ihre Quotienten, welche mit 
den Brüchen Xi : x* : x 3 identisch sind, durch endliche Gröfsen 
dargestellt werden. Die Verhältnisse der Gröfsen x, y, z be- 
stimmen eine gerade Linie, welche durch den Punkt 4 geht. 
Demnach kommt die Festsetzung der Verhältnisse x : y : z in 
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Verbindung mit der Forderung x 4 =«-0 darauf hinaus, den un- 
endlichfernen Punkt einer durch 4 gehenden Geraden zu be- 
stimmen. Da man jeden unendlichfernen Punkt mit dem Punkte 
4 durch eine gerade Linie verbinden kann, so gelangt man durch 
die angegebene Festsetzung zu allen unendlichfernen Punkten. 

6. Bei der getroffenen Wahl des Einheitspunktes schneidet 
die Einheitsebefee die drei Axen 4 X, 0. 4 Y, 4 Z in drei Punkten 
E ly E 2 , E Zy für welche 4 ^ =* 4 E 2 — 4 # 3 — — 1 ist. Wenn 
jetzt die zu bestimmende Ebene dieselben Axen der Reihe nach 
in JTi, r 29 r 3 schneidet, so ist 

u i = roor/n- 0iri .o,e x _e x o, . o^ 
--(OiO^tf,)-^ ^o 4 - tyo 4 ' o x r x 

Dieser Bruch hat aber den Wert — 1 : 4 /\, weil der Punkt 
O, der unendlichferne Punkt der Geraden 4 X und die Strecke 
O^ = — 1 ist. 

Setzen wir u x : u 4 — — u, u 2 : u 4 = — v, u 3 : u 4 = — w, 
so stellen die Gröfsen u, v, w die reciproken Strecken dar, welche 
auf den Axen durch die Ebene vom Anfangspunkte aus abge- 
schnitten werden. In diesen Gröfsen , den Plückerschen 
Koordinaten einer Ebene, ist die Gleichung eines jeden 
Punktes linear. 

7. Die angegebene Bestimmung einer Ebene versagt für jede 
Ebene, welche durch den Anfangspunkt 4 geht. Für eine solche 
Ebene mufs man u 4 = setzen, und dann genügen die Verhält- 
nisse u x : u 2 : u 3 , welche wiederum durch endliche Gröfsen aus- 
gedrückt werden können, um die Ebene eindeutig zu bestimmen. 
So ist der Bruch u 1 : u 2 für jedes Koordinatensystem gleich dem 
Doppelverhältnisse, nach welchem die Strecke C^Og durch ihre 
Schnittpunkte mit der zu bestimmenden und der Einheitsebene 
geteilt wird. Da in unserm Falle die Kante 1 2 die unendlich- 
ferne Gerade der Ebene 4 XY ist, so ersetzt man dies Doppel- 
verhältnis durch das von vier Geraden, welche von einem belie- 
bigen Punkte aus nach den vier Punkten der Kante gezogen 
werden können. Zu diesem Punkte wählen wir den Punkt 4 . 
Wir nehmen an, die zu bestimmende Ebene gehe durch 4 hin- 
durch und schneide die Ebene 4 XY in einer Geraden 4 M 3 , 
die Ebene 4 ZX in 4 M 2 und die Ebene 4 YZ in 4 Mi. Zu 
der Schnittlinie der Einheitsebene mit der Ebene 4 YZ werde 
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durch 4 die Parallele 4 N X gezogen, und in entsprechender 
Weise mögen die Geraden 4 N 2 und 4 N 3 bestimmt werden. 
Dann ist für eine solche Ebene: 

u, : u 2 - (0 4 : XYM 3 N 8 ), u, : u x - (0 4 : ZXM 2 N 2 ), 

u 2 : u 3 - (0 4 : YZM^N,). 

8. Wenn man also die Möglichkeit haben will, unter Be- 
nutzung des angegebenen Koordinatensystems alle Ebenen des 
Raumes darzustellen, so kann man die Verhältnisse der vier Gröfsen 
Uj, u 2 , u 3 , u 4 nicht entbehren. Es fragt sich demnach, ob man 
nicht auch diesen vier Gröfsen eine selbständige und allgemein 
gültige Bedeutung beizulegen vermag. Um diese Frage zu beant- 
worten, gehen wir wieder von einer Ebene aus, welche nicht 
durch den Punkt 4 geht, welche also die Axen 4 X, 4 Y, 
4 Z der Reihe nach in den drei von 4 verschiedenen Punkten 
JTj, jT 2 , r 8 schneidet. Es sei ferner q der Abstand des Punktes 
4 von der Ebene; y 19 y 29 y s seien die Winkel, unter denen 
die Axen 4 X, 4 Y, 4 Z gegen die Ebene geneigt sind. Dann ist 

q — 4 r x . sin y x = 4J T 2 . sin y 2 = 4 / T 3 . sin / 3 . 

Daher gelten auch die Beziehungen: 

u x __ 1 sin y t u 2 1 sin y 2 



ü) ?— 



u 4 o 4 r, Q u 4 o 4 r s 



u < 1 sin y 



3 -, 



U 4 4 r 3 Q 

wofern man die Gröfse q und die Winkel y 19 y 2 , y 3 in der 
Weise wählt, dafs auch Übereinstimmung in den Vorzeichen be- 
steht. Ist dies geschehen, so dürfen wir setzen: 

(2) u x = sin y l9 u 2 — sin / 2 , u 3 — sin / 3 , u 4 = q. 

Für eine Ebene, welche durch den Anfangspunkt geht, wird 
q und damit auch u 4 gleich null; auch die Gröfsen y 19 y 29 y s 
behalten ihre Bedeutung bei. Hiernach ist es möglich, durch die 
Gröfsen u 15 u 2 , u 3 , u 4 jede beliebige Ebene zu bestimmen. 

9. Um die Vorzeichen so zu wählen, dafs die neuen Werte 
der Brüche u x : u 4 , u 2 : u 4 , u 3 : u 4 auch in den Vorzeichen 
übereinstimmen, ersetzen wir die Winkel y 19 y 2 , y s durch ihre 
Komplementwinkel 6 19 6 29 d 3 . Demnach sind 6 19 6 29 rf 3 die 
Winkel, welche eine beliebige auf der Ebene errichtete Senkrechte 
mit den Axen bildet, und es handelt sich nur darum, die Richtung 
festzulegen, in welcher diese Senkrechte und die Koordinatenaxen 
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zu nehmen sind. Zu dem Ende bezeichnen wir den einen der 
beiden Raumteile, in welche die zu bestimmende Ebene den Raum 
zerlegt, als den positiven, den andern als den negativen. Im 
positiven Teile ziehen wir eine Halbgerade, welche auf der Ebene 
senkrecht steht, und nennen d l9 6 i9 da die Winkel, unter denen 
diese Halbgerade gegen die positiven Richtungen der Axen ge- 
neigt ist. Endlich geben wir der Senkrechten q das positive 
oder negative Vorzeichen, jenachdem diese Strecke der Ebene 
gegenüber im positiven oder negativen Teile liegt. Alsdann 
setzen wir: 

(3) m = cos rf, , u 2 = cos d 2 , u 3 = cos d s > u 4 = q. 

Bei dieser Wahl werden die Gleichungen (1) auch in Bezug 
auf das Vorzeichen befriedigt. 

Durch eine Vertauschung der positiven und der negativen 
Seite der Ebene erhalten die Gröfsen Ui . . . u 4 sämtlich das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen. Um volle Eindeutigkeit herbeizuführen, 
setzt v. Lilienthal fest, dafs für jede Ebene, welche nicht zur 
x-Axe parallel ist, die positive Richtung dieser Axe auch im posi- 
tiven Teile des Raumes liegen soll; mit andern Worten, für eine 
solche Ebene soll derjenige Teil dieser Axe, für den alle Werte 
von x hinreichend grofs sind, dem positiven Teile angehören. 
Bei Ebenen, welche zur x-Axe, aber nicht zur y-Axe parallel sind, 
soll die gleiche Forderung für die y-Axe, und bei Ebenen, welche 
zur Ebene XOY parallel sind, für die z-Axe erfüllt sein. Dieser 
Forderung entspricht es, dafs von den Gröfsen u,, u*, u 3 die 
erste nicht verschwindende ein positives Vorzeichen erhalten soll. 

10. Zwischen den drei Gröfsen Ui, u 2 , u 3 besteht eine ge- 
wisse Beziehung. Um zu derselben zu gelangen, kann man von 
der Gleichung (4) § 4, 3 (S. 25) ausgehen. Man nehme etwa 
an, es sei 4 0! = 4 2 = 4 3 = m, und lasse m unbegrenzt 
wachsen. Dann nimmt auch h 4 proportional m zu, während r 4 
ungeändert bleibt. Auch die Winkel ändern sich nicht, aber die 
Quotienten n : h l9 r 2 : h 2 , r 3 : h s nähern sich festen Grenzwerten. 
Demnach fällt für ein unendlichgrofses m die Gröfse r 4 ganz aus 
und es bleibt eine Beziehung zwischen r t , r 2 , r 3 , die leicht in 
eine Gleichung zwischen u l5 u*, u s umgewandelt werden kann. 

Indessen ist es nicht nötig, diesen Weg einzuschlagen. Es 
genügt, die Beziehung zwischen u l5 u 2 , u 3 für den. Fall zu kennen, 



$ 8. Specielle Koordinatensysteme. 59 

dafs die drei Axen O4O1, 4 2 , 4 8 auf einander senkrecht 
stehen. Dann stellen aber die Gröfsen Ui—cosc^, u 2 =cos(5 2 , 
u 3 = cos <J 3 die Richtungscosinus für eine Gerade dar, welche auf 
der Ebene senkrecht steht. In den Anfängen der analytischen 
Geometrie wird aber bewiesen, dafs die Summe aus den Qua- 
draten dieser drei Gröfcen gleich eins ist. Somit gilt in diesem 
Falle die Gleichung: 

(4) u?+ul+uf«l. 

Die in dieser Weise für ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system bestimmten Gröfsen u t . . . u 4 heifsen die Hesseschen 
Koordinaten einer Ebene. Ihre Zusammengehörigkeit mit den 
rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten x, y, z tritt besonders 
dadurch zu Tage, dafs der Abstand eines Punktes (x, y, z) von 
einer Ebene (ui, u 2 , u 8 , u 4 ) auch den Vorzeichen nach durch 
die Form 

(5) ^x + u*y -f u s y + u 4 
dargestellt wird. 

Übungen: 

1) In den Hesseschen Koordinaten kann die Gleichung einer 
jeden Kugel in der Form dargestellt werden: 

aui + bu 8 + cu 8 + u 4 » ± r, 
wo a, b, c die rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten des 
Mittelpunktes, r der Radius und u, . . . u 4 die Koordinaten einer 
beliebigen Tangentialebene sind. Man gebe die Gleichung des 
Berührungspunktes der Tangentialebene (u/ . . . u 4 ') an. 

2) Welche Ebenen können durch die Plückerschen Koordi- 
naten nicht dargestellt werden? Wie hat man zu verfahren, um 
solche Ebenen unter Anwendung dieser Bestimmungsgröfsen der 
Untersuchung zugänglich zu machen? 

3) Man lasse zwei Eckpunkte des Koordinaten-Tetraeders in 
die unendlichferne Ebene fallen; speciell nehme man an, falls Oi 
und 8 die im Endlichen gelegenen, aber 3 und 4 die un- 
endlichfernen Eckpunkte sind, dafs die Ebenen C^O* 3 und 
O l O i 4 aufeinander und auf den Ebenen Oi0 3 4 und 2 3 4 
senkrecht stehen. Endlich setze man fest, dafs die Einheitsebene 
jede der Axen C^Os, Oi0 4 , 2 O s , 2 4 auf der negativen 
Seite im Abstände gleich eins von den Punkten Ot und O* 
treffen soll. 
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a) Welche Lage hat jetzt der Einheitspunkt? 

b) Welche Bedeutung haben die Brüche Ui : u 8 , u* : u 3 , 
Ui : u 4 , Uj : u 4 für eine beliebige Ebene? 

c) Welche Bedeutung haben die Brüche x x : x s , x 3 : x 3 , x x : x 4 , 
x 2 : x 4 für einen eigentlichen Punkt? 

§ 9. 
Ebene Systeme und Strahlenbündel. 

1. Um Gebilde zu untersuchen, die in einer festen Ebene 
liegen, hat man in der Ebene solche Koordinaten zu benutzen, 
welche es ermöglichen, die räumlichen Koordinaten eines jeden 
durch seine ebenen Koordinaten bestimmten Punktes unmittelbar 
anzugeben. Das gelingt am leichtesten bei Gebilden, die in einer 
Seite des Koordinaten-Tetraeders liegen. Will man z. B. Figuren 
untersuchen, die in der Ebene x 4 = liegen, so ist es am natür- 
lichsten, die Punkte Oi, O*, O d zu Eckpunkten des Koordinaten- 
dreiecks zu wählen und den Einheitspunkt in den Punkt E 4 zu 
legen, in welchem die Ebene O1O2O3 durch die Verbindungslinie 
des Eckpunktes 4 mit dem Einheitspunkte E getroffen wird. 
Wenn wir y 1? y 2 , y 3 die auf diese Weise gewonnenen Dreiecks- 
koordinaten eines Punktes (x t , x 2 , x 3 , 0) der Ebene x 4 = 
nennen, so ist 

y'i : y* = (0 8 : O^PE). 

Zugleich gilt für die räumlichen Koordinaten dieses Punktes 
die Beziehung: 

Xl : x 2 = (0 3 4 : O.OjPE). 

Nun wird die Ebene 1 2 8 von der Ebene 3 4 P in 
der Geraden 3 P und von der Ebene 3 4 E in der Geraden 
3 E 4 geschnitten; daher ist 

(O, : O^PEJ - (0,0 4 : O.C^PE). 

Ähnliche Erwägungen kann man für die Doppelverhältnisse 
anstellen, durch welche die Brüche y 3 : yi und y 2 : y 3 dargestellt 
werden. Demnach gelten die Gleichungen: 

/j\ ^i. — Ya ^A—-Ya x i Xi. 

x s y& x i yi x 2 Y2 

Da wir bei unsern Untersuchungen nur homogene Glei- 
chungen benutzen, bei denen es einzig auf die Verhältnisse der 
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Koordinaten ankommt, so dürfen wir die Koordinaten x lf x 2 , x 8 
auch als die ebenen Koordinaten eines Punktes (x x , x 2 , x 3 , 0) 
der Ebene x 4 = auffassen. 

2. Um daher die Schnittlinie einer Fläche, welche durch 
eine homogene Gleichung q> (x,, x 2 , x 3 , x 4 ) = zwischen den 
räumlichen Koordinaten x 1? x 2 , x 3 , x 4 bestimmt ist, mit der 
Ebene x 4 = zu finden, darf man in der Gleichung der Fläche 
x 4 = setzen. Indem man für diese Fläche die Gleichungen 
x 4 = 0, q> (xj, x 2 , x 3 , 0) » zu Grunde legt, benutzt man ein 
ebenes Koordinatensystem, für welches die Punkte 15 2 , 3 
Eckpunkte des Koordinatendreiecks und der soeben bestimmte 
Punkt E 4 der Einheitspunkt ist. 

In ähnlicher Weise darf man für die Untersuchung der Schnitt- 
linie der Fläche <p (x 15 x 2 , x 3 , x 4 ) = mit der Ebene x 3 == 
die Gleichung q> (x 19 x 2 , 0, x 4 ) = benutzen. 

3. Um in entsprechender Weise eine Ebene zu untersuchen, 
die mit keiner Koordinatenebene zusammenfällt, kann man zwar 
eine Änderung der Koordinaten vornehmen und dann dieselbe 
Methode benutzen. Aber hierbei tritt die geometrische Bedeutung 
der einzelnen Koefficienten zu wenig hervor. Daher ist es weit 
besser, die in den Gleichungen (6) § 5, 2 angegebene Methode 
anzuwenden. 

Sind (x'), (x"), (x w ) drei beliebige Punkte, so kann man die 
Koordinaten x t , x 2 , x 3 , x 4 eines jeden Punktes, der mit ihnen 
in einer Ebene liegt, in der Form darstellen: 

(2) QXa = ^x«' + I 2 xa" + X s x a m 
(a = 1, 2, 3, 4). 

Um die Bedeutung der Koefficienten X 19 X 2 , X B bequem an- 
geben zu können, bezeichnen wir die vier Punkte (x), (x'), (x"), 
(x'") der Reihe nach kurz mit 0, 1, 2, 3, nennen r/ 1 , rj 2 , t] s die 
Höhen des Dreiecks (1, 2, 3) und q 1? q 2 , q 3 die Abstände des 
Punktes von den Seiten (23), (31), (12). Wofern jetzt die 
Koordinaten sämtlicher Punkte aus den auf die Ebenen des Te- 
traeders gefällten Senkrechten durch Multiplikation mit konstanten 
Faktoren (i x . . . ^ 4 erhalten werden, ist nach § 3, 3 (S. 15) 

2 — ii 2 — äl 2 — i». 
n ' 2 ~ n ' 8 ~ n 

71 7 2 7 3 
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Wir dürfen aber annehmen, es seien x 1 ', x 2 ', x 3 , x 4 erhalten 
durch Multiplikation mit p> 19 *>>„ e> 8 , qp a ; x x ', x 2 ", x 3 ', x 4 " 
durch Multiplikation mit (ffi l9 Qfi f9 QP3, QP4 und x^, x 2 m , 
Xj", x 4 ~ durch Multiplikation mit Q m p 19 Q m p 2 9 (O* s> (0*4- I Q 
diesem Falle ist 

v ' 1 ^' *> j 2 — Ä » «. * 3 



^ * * je " J i% •■» 

Die Werte X 19 X 29 / 3 werden also erhalten, indem man die 
Senkrechten, welche von dem zu bestimmenden Punkte auf 
die Seiten des festen Dreiecks (1, 2, 3) gefällt werden können, 
mit konstanten Faktoren 1 : Q'ff l9 1 : (*"*/ 2 , l : Q m t] 3 multipliziert; 
sie stellen demnach allgemeine Punktkoordinaten dar. Die Quo- 
tienten je zweier Gröfsen X 19 X 29 X s sind daher gewissen Doppel- 
verhaltnissen gleich, welche in der früher angegebenen Weise 
bestimmt werden; dabei ist derjenige Punkt zum Einheitspunkte 
zu nehmen, für den X x — X % « Jl 3 ist. 

4. Wollen wir die Schnittlinie der durch die Punkte (x') 9 
(x"), (x"") gehenden Ebene mit der durch eine homogene Gleichung 

(4) g> (x 15 x 2 , x , x 4 ) = 

bestimmten Fläche erhalten, so müssen wir für x l9 x 2 , x 3 , x 4 
die Werte (2) einsetzen. Dadurch geht die Gleichung (4) in eine 
homogene Gleichung zwischen X 19 X 29 X 9 über, etwa in die 
Gleichung : 

<P(X 19 X 29 X s ) = 9 

welche in den Koordinaten X 19 X 29 X s die Schnittkurve darstellt. 

5. Um zu den in 1. für die Ebene x 4 = eingeführten 
Punktkoordinaten y 19 y 2 , y 8 die zugehörigen Linienkoordinaten 
v i> v 2> v 8 zu bestimmen, hat man das Koordinatendreieck 
OjOgOg beizubehalten und die Harmonikale des Punktes E 4 zur 
Einheitslinie zu wählen. Nun trifft die Harmonikaiebene E des 
Punktes E die Ebene x 4 = in derjenigen Geraden E± 9 welche 
Harmonikale des Punktes E 4 für das Dreieck C^C^Og ist. Daher 
hat man die Schnittlinie J£ 4 der Einheitsebene mit der Ebene 
1 2 8 zur Einheitsgerade für die neuen Koordinaten v x , v 2 , 
v Ä zu wählen, falls die Bedingung dafür, dafs der Punkt (y 19 y 2 , 
y 3 ) in die Gerade (v 19 v 2 , v 8 ) fällt, die Form erhalten soll: 

Yi v i + y 2 v 2 + ys v 8 — °- 
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6. Nun werden die Axen C^Og, Oi0 3 und 2 3 von der 
Geraden E± in denselben Punkten e 12 , fia, ** 3 geschnitten, wie 
von der Einheitsebene E. Ebenso hat eine beliebige Ebene (u) 
mit diesen drei Axen der Reihe nach dieselben Schnittpunkte 
7i2> 7i8> 7«, wie ihre Schnittlinie (vi, v*, v 3 ) mit der Ebene 
x 4 = 0. Es ist daher : 

u x : u 2 — (0,0 2 y 12 <: 12 ), v x : v 2 — (0 1 2 / 12 e 12 ) u. s. w., 
oder es bestehen die Gleichungen: 

Uj : u 2 1 u 3 s^ Vj : v 2 r v 3 . 
Da es uns bei unsern Untersuchungen nur auf die Verhält- 
nisse und nicht auf die wahren Werte der Koordinaten ankommt, 
so dürfen wir Ui, u 8 , u 8 auch als die Koordinaten derjenigen 
Geraden auffassen, in welcher die Ebene (ui, u 2 , u 3 , u 4 ) von der 
Ebene Oi0 2 3 geschnitten wird. 

7. Bei dieser Auffassung der Gröfsen Ui, u*, u 8 stellt die 
homogene Gleichung zwischen ihnen 

(5) *(u,, u 2 , u 3 ) = 
die Bedingung dafür dar, dafs die Gerade (ui, u 2 , u s ) eine gewisse 
ebene Kurve berührt, die in der Ebene x 4 ==» gelegen ist; die 
Gleichung (5) ist die Gleichung dieser Kurve in Linienkoordi- 
naten. Wenn speciell diese Gleichung homogen vom mten Grade 
ist, so gehen durch jeden Punkt der Ebene im allgemeinen m 
Tangenten der Kurve; diese ist also von der mten Klasse. 

Mit jeder Geraden (u 1? u 2 , u 3 ) dieser Ebene stellen wir eine 
Ebene (u 15 u 2 , u 3 , u 4 ) zusammen, für welche die drei ersten 
Koordinaten je denselben Wert haben. Dann wissen wir, dafs 
jede solche Ebene (u 19 u 2 , u 3 , u 4 ) durch die Gerade (u u u 2 , u 3 ) 
hindurchgeht, und dafs umgekehrt jede beliebige, durch die 
Gerade (u x , u 2 , u 3 ) hindurchgehende Ebene nach passender Wahl 
von u 4 durch das Quadrupel (u 1? u 2 , u 3 , u 4 ) dargestellt wird. 
Jede Ebene, deren Koordinaten der Gleichung (5) genügen, geht 
also durch eine Tangente der ebenen Kurve hindurch. 

Wir sagen, eine Ebene berühre eine ebene Kurve, wofern 
sie durch eine ihrer Tangenten hindurchgeht. Hiernach berühren 
alle Ebenen, deren Koordinaten der Gleichung (5) genügen, die- 
jenige ebene Kurve, deren Gleichung in Linienkoordinaten die- 
selbe Form hat. 

8. Die vorstehende Entwicklung läfst eine Erweiterung zu. 
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VT:r vclet: annehmen, die Funktion F .u : , u*, c s , u 4 » könne 
aer die Form 9 w., w 2 , w 3 i gebracht werden, wo w,, w 2 , 
-sr 5 hotrcgece lineare Funktionen von u lf u 2 , u 3 , u 4 sind; es 

«. F l ; , u 2 , u-, u 4 - = !Pw., w 2 , w s l, 

W. — J&ff^U*, Wj = 2 fl 2 *Uz, W $ = <£/f 3 zU*. 

In diesem Falle kann man nach Hinzunahme einer beliebigen 
weiteren Funktion w 4 von Ui . . . u* die neuen Grölsen w lf w 2 , 
w^ w 4 zu Koordinaten wählen. Die drei ersten Eckpunkte des 
hierbei benutzten Tetraeders fallen der Reihe nach mit den Punkten 
zusammen, deren Gleichungen sind: 

HfliZUz = 0, 2 //,yU/ = 0, 2T// 3 *u* = 0. 

In der durch diese drei Punkte gehenden Ebene dürfen wir 
die Grö(sen w f , w 2 , w 3 als Linienkoordinaten auffassen; dabei 
stellt die Gleichung V ( w p w 2 , w 3 ) = eine ebene Kurve dar. 
Diese wird von jeder Ebene (w u w 2 , w 3 , w 4 ) berührt, welche 
durch eine Tangente der Kurve hindurchgeht, also von jeder 
Ebene, für welche die Koordinaten wi . . . w 4 der Gleichung 
V (w x , Wj, w 3 ) = und somit die Koordinaten u 1? u 2 , u 3 , u 4 
der Gleichung F (u l9 u 2 , u 3 , u 4 ) = genügen. 

Liegt umgekehrt eine ebene Kurve vor, so wählt man drei 
in ihrer Ebene gelegene Punkte zu den drei ersten Eckpunkten 
w i — 0, w 2 — 0, w, = eines Koordinaten-Tetraeders, wobei 
die vierte Koordinate mit w 4 bezeichnet werden soll. Die Glei- 
chung, der alle Tangentialebenen dieser Kurve genügen sollen, 
kann die Variabele w 4 nicht enthalten; sie mufs daher eine blofse 
Funktion von w t , w 2 , w 3 sein und somit in beliebigen Koordi- 
naten Uj, u 2 , u 8 , u 4 durch drei lineare Formen darstellbar sein. 

9. Die Gesamtheit der Geraden und Ebenen, welche durch 
einen festen Punkt gehen, nennt man einen Strahlenbündel; 
den festen Punkt, durch welchen alle seine Strahlen und Ebenen 
hindurchgehen, bezeichnet man als den Mittelpunkt oder den 
Scheitel des Bündels. Um einen Strahlenbündel analytisch zu 
untersuchen, kann man etwa den Eckpunkt 4 des Koordinaten- 
Tetraeders mit dem Mittelpunkte zusammenfallen lassen und nur 
solche Gleichungen zwischen den Punktkoordinaten in Betracht 
ziehen, in denen die Variabele x 4 nicht vorkommt. Nun hat 
jeder Punkt auf der Verbindungslinie des Punktes (0, 0, 0, 1) 



5 9. Ebene Systeme und Strahlenbündel. 65 

mit dem Punkte (x/, x t ', x s ', 0) bei passend bestimmtem Werte 
von fi die Koordinaten (x t ', x 2 ', x 8 ', (i); durch die Verhältnisse 
x x ' : x 2 ' : x 8 ' ist uns somit eine Gerade, welche durch den Punkt 
(0, 0, 0, 1) hindurchgeht, oder ein Strahl des Bündels gegeben. 
Ebenso stellt die Gleichung a 1 x 1 +a f x 2 + a 8 x 3 ara ^ bei belie- 
bigen Koefficienten a t , a 2 , a 3 eine Ebene dar, welche dem Bündel 
angehört. 

10. Um jetzt die Bedeutung einer beliebigen Gleichung 

(7) f(x 1 ,x 2 ,x 8 ) — 
zu erkennen, welche nur die Variabein x l9 x 2 , x 8 enthält, wollen 
wir sie mit der Gleichung x* — zusammenstellen. Die Ver- 
bindung der Gleichungen 

(8) x 4 — 0, ffa.x^x,) — 

stellt aber nach den obigen Darlegungen eine in der Ebene 
1 2 8 gelegene Kurve dar. Wenn ein Punkt (x/, x 2 ', x 8 ', 0) 
dieser Kurve angehört, so wird die Gleichung (7) auch für die 
Koordinaten (x/, x 2 ', x 8 ', p) bei beliebigem Werte von (i befrie- 
digt. Der Fläche (7) gehört jeder Punkt auf der Verbindungslinie 
des Punktes (0, 0, 0, 1) mit einem beliebigen Punkte der Kurve 
(8) an; sie enthält alle geraden Linien, welche vom Eckpunkte 4 
aus nach den Punkten der Kurve gezogen werden können. Alle 
diese geraden Linien sind Strahlen des Bündels, welches seinen 
Scheitel im Punkte 4 hat. 

11. Will man dejn Mittelpunkte des Strahlenbündels eine 
beliebige Lage geben, so ist es am besten, Ebenenkoordinaten zu 
benutzen. Es seien (u), (u ,/ ), (u") drei beliebige Ebenen des 
Bündels. Die Koordinaten (u A . . . u 4 ) einer beliebigen Ebene 
desselben lassen sich unter Benutzung von drei Parametern /i 19 
/£ 2 , fi 3 vermittelst der Gleichungen darstellen: 

(9) U« — J^Ua' +^ 2 U« // + fl s Ua w 
(a — 1, 2, 3, 4). 

Man kann daher die Parameter /i 19 (i 2 > (i 3 als die Koordi- 
naten der entsprechenden Ebene auffassen. Um die geometrische 
Bedeutung dieser Koefficienten kennen zu lernen, beachte man 
den Schnitt der Ebene (9) mit einer Ebene des Koordinaten- 
Tetraeders, in welcher der Scheitel des Bündels nicht liegt. Da- 
durch gelangen wir zu folgendem Resultate. Die drei Ebenen, 

Kllling, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 5 
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welche den Werten (1, 0, 0), (0, 1, 0) und (0, 0, 1) von p 19 p 2> 
fi 3 entsprechen, bilden ein Dreikant, dessen Kanten der Reihe 
nach mit I, II, III bezeichnet werden sollen. Die Ebene, für 
welche ^ 1 «s^ 2 =^ 8 ist, schneide die Ebene (III) in einem 
Strahle e 12 , die Ebene (IUI) in e 18 und die Ebene (II III) in e 28 . 
Ebenso möge eine beliebige Ebene (/i 19 (i 2 , fi s ) des Bündels die 
drei genannten Ebenen der Reihe nach in 1 12 , 1 13 , 1 23 schneiden. 
Dann ist: 

Mi :^ 2 =( ini i2 e i 2 )> Vi : Ps — (inil 18 e 18 ), 

Übungen : 

1) Man untersuche die Schnittlinie der Fläche 

X l + X 2 + X 3 — X I + 4x i X 2 + 6x i X S + 2x i X 4 + 4X 3 X 4 ~ 

a) mit jeder der vier Koordinatenebenen, 

b) mit der Ebene, welche durch die Punkte (1, 1, 1, — 1), 
(1, — 1, 1, — 1), (2, — 4, 1, 0) gelegt werden kann. 

2) Um einen Strahlenbündel zu bestimmen, lasse man von 
einem Scheitel drei zu einander senkrechte Strahlen ausgehen und 
bezeichne die Cosinus der Winkel, welche ein beliebiger Strahl 
mit ihnen bildet, durch Z v Z %9 Z 3 . 

a) Welche Beziehung besteht zwischen diesen drei Gröfsen? 

b) Welchen Winkel bilden die zwei Strahlen (Z 19 Z 2> Z Q ) und 

(^\y ^2> ^3 ) m ft einander? 

c) Welches ist der Einheitsstrahl? 

d) Welche Strahlen genügen der Gleichung 

a i^l I a 2^2 i a 3^3 SB " 

bei konstanten Werten von a x , a 2 , a 8 ? 

e) Welches ist die Einheitsebene dieses Systems? 

f) In welcher Beziehung steht die Ebene, deren Koordinaten 
a i> a 2> a s sind, zu dem Strahle, für den Z x «a^ Z 2 = a 2> 
Z s = a 8 ist? 

g) Welche Strahlen genügen der Gleichung: Z\-\-Z\=*Z\} 
h) Für welche Strahlen ist Z 3 =0? 

i) Welche Ebene wird durch die Gleichung dargestellt: 

Z\ n~ *2 === 3 • 

3) Indem man um den Scheitel eines Strahlenbündels als 

Mittelpunkt eine Kugel beschreibt und jeder vom Mittelpunkte 
ausgehenden Halbgeraden ihren Schnittpunkt, jeder Ebene des 
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Bündels ihre Schnittlinie mit der Kugel zuordnet, kann man die 
Sätze über den Strahlenbündel unmittelbar auf die Kugel über- 
tragen. Dabei wird das Doppelverhältnis von vier Punkten eines 
Hauptkreises und von vier Hauptkreisen eines Büschels, dem § 1 
entsprechend, durch die Verhältnisse der Sinus definiert. Für die 
analytische Behandlung kann man den Eckpunkt 4 des Koordi- 
naten-Tetraeders in den Mittelpunkt der Kugel legen; dann wird 
durch das Verhältnis von xi, x 2 , x 3 ein Punkt der Kugel und 
sein Gegenpunkt bezeichnet, während jede homogene lineare Glei- 
chung zwischen diesen Gröfsen einen Hauptkreis darstellt. 

Hiernach beweise man folgende Sätze. 

a) Wenn man die Seiten eines sphärischen Dreiecks durch 
einen Hauptkreis schneidet, auf jeder Seite zum Schnittpunkte 
den vierten harmonischen Punkt konstruiert und die so erhaltenen 
Punkte jedesmal mit dem gegenüberliegenden Eckpunkte verbindet, 
so gehen die drei Hauptkreise durch einen Punkt. 

b) Die drei Hauptkreise, durch welche die Eckpunkte eines 
sphärischen Dreiecks mit einem beliebigen Punkte der Kugelfläche 
verbunden werden, schneiden die gegenüberliegenden Seiten so, 
dafs die drei zu ihnen je in Bezug auf die Endpunkte der Seite 
harmonisch zugeordneten Punkte auf einem Hauptkreise liegen. 

c) Wenn der eine von vier harmonischen Punkten auf einem 
Hauptkreise einer Kugel in der Mitte zwischen den Punkten des 
anderen Paares liegt, so hat er von dem zugeordneten harmo- 
nischen Punkte den sphärischen Abstand \ji. 

d) Wenn umgekehrt die Punkte des einen Paares von vier 
harmonischen Punkten auf einer Kugel von einander die sphä- 
rische Entfernung \n haben, so liegt der eine dieser Punkte in 
der Mitte zwischen den Punkten des andern Paares. 

e) Entsprechend den in der Ebene getroffenen Festsetzungen 
hat das vollständige Viereck auf der Kugel vier Eckpunkte, sechs 
Seiten und drei Paare von Diagonalpunkten. Wenn man von 
verschiedenen Diagonalpunkten spricht, so meint man solche, 
welche nicht Gegenpunkte von einander sind. Hiernach gelten 
die beiden Sätze: 

Die Verbindungslinie zweier Diagonalpunkte in einem voll- 
ständigen sphärischen Viereck wird durch die Schnittpunkte mit 

5* 
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den beiden Seiten, die nicht durch die Diagonalpunkte gehen, 
harmonisch geteilt. 

Jede Seite eines vollständigen sphärischen Vierecks wird durch 
einen auf ihr gelegenen Diagonalpunkt und den Schnittpunkt mit 
der Verbindungslinie der anderen Diagonalpunkte harmonisch 
geteilt. 

f) Ebenso besitzt ein sphärisches vollständiges Vierseit vier 
Seiten, sechs Paare von Eckpunkten und drei Diagonalen. Hier- 
für dürfen wir die Sätze aufstellen: 

Zwei Seiten eines vollständigen sphärischen Vierseits liegen 
harmonisch zu der durch ihre Schnittpunkte gehenden Diagonale 
und dem Hauptkreise, welcher diese Punkte mit dem Schnitt- 
punkte der beiden andern Diagonalen verbindet. 

Jede Diagonale eines vollständigen sphärischen Vierseits wird 
durch die beiden anderen Diagonalen harmonisch geteilt. 

§ 10. 
Der Kegel zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 

1. Von den Entwicklungen des vorigen Paragraphen wollen 
wir eine wichtige Anwendung auf die Kegelfläche zweiter Ord- 
nung machen. Wir gehen wieder von der Gleichung 

(1) f (xi, x 2 , x 3 ) = 
aus und betrachten zugleich die Verbindung der beiden Glei- 
chungen : 

(2) x 4 =0, f(x„x„ x 3 ) = 0. 
Wie wir bereits nachgewiesen haben, gehört der durch die 
Gleichung (1) dargestellten Fläche jede gerade Linie an, welche 
den Punkt (0, 0, 0, 1) mit einem beliebigen Punkte der durch die 
Gleichungen (4) bestimmten Kurve verbindet. Nun nennen wir 
einen Kegel jede Fläche, welche dadurch entsteht, dafs sich eine 
gerade Linie um einen festen Punkt längs einer gegebenen Kurve 
bewegt. Der feste Punkt heifst der Scheitel oder der Mittel- 
punkt, die gegebene Kurve die Leitlinie des Kegels. Die 
Gleichung (1) stellt also einen Kegel dar, dessen Scheitel der 
Punkt 4 des Koordinaten-Tetraeders und dessen Leitlinie die 
Kurve (2) ist. 

2. Wir wollen jetzt annehmen, die Gleichung (1) sei homogen 



§ 10. Der Kegel zweiter Ordnung und zweiter Klasse. 69 

vom nten Grade. Alsdann ist die Kurve (2) eine ebene Kurve 
n*er Ordnung und wird als solche von jeder Geraden g der Ebene 
Oi0 2 O s in n Punkten geschnitten. Die Verbindungslinie des 
Punktes O4 mit einem beliebigen Schnittpunkte gehört dem Kegel 
an. Somit hat die Ebene, welche den Punkt 4 mit der Geraden g 
verbindet, mit der Fläche n gerade Linien gemein, oder jede durch 
den Scheitel gehende Ebene schneidet den Kegel in n Geraden. 

Hiernach hat jede beliebige Gerade 1 des Raumes n Punkte 
mit dem Kegel gemeinschaftlich. Denn die Ebene, welche die 
Gerade 1 mit dem Scheitel verbindet, schneidet den Kegel in n 
Geraden, und jede von diesen wird von 1 in einem Punkte ge- 
schnitten. 

Dafs der Kegel (1) von jeder durch den Scheitel gelegten 
Ebene in n geraden Linien geschnitten wird, erkennen wir auch 
auf folgendem Wege. 

Wenn die Gleichung der Ebene ist m & X|-j-ni*Xj + m 3 x 3 =0, 
und wenn hier m 8 von null verschieden ist, so gestattet sie uns, 
x 3 durch Xi und x 2 auszudrücken. Dadurch geht die Gleichung 
(1) in eine Gleichung nten Grades für die Unbekannte xi : x 8 über 
und liefert uns für diesen Bruch n Werte. Jeder derartige Wert 
in Verbindung mit dem entsprechenden Werte für x 3 : x* stellt 
aber eine gerade Linie dar. 

3. Wenn speciell die Gleichung (1) vom zweiten Grade ist 
und die Form hat: 

(3) U 3Lix Xi x* =* 0, 

(t, x = 1, 2, 3) 
so ist der Kegel von der zweiten Ordnung. Die Gleichungen (2) 
stellen eine eigentliche Kurve zweiter Ordnung dar, falls die aus 
den Koefficienten a*# gebildete Determinante von null verschieden 
ist. Nun kann man, nachdem der Kegel (3) gegeben ist, die 
Ebene x 4 = noch willkürlich wählen, ohne dafs dadurch die 
Gleichung (3) geändert wird. Bei jeder solchen Wahl stellen die 
Gleichungen (2) einen eigentlichen Kegelschnitt dar; jede solche 
Ebene schneidet also den Kegel in einem eigentlichen Kegel- 
schnitte. Das gilt von jeder Ebene, welche nicht durch den 
Schnittpunkt der drei andern Koordinatenebenen, mit andern 
Worten, nicht durch den Scheitel des Kegels hindurchgeht. Einen 
Kegel, in dessen Gleichung die Koefficienten a t # die angegebene 
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Forderung erfüllen, nennen wir einen eigentlichen Kegel 
zweiter Ordnung. Aus unserer Darlegung ergiebt sich der Satz: 
Ein Kegel, der von einer einzigen Ebene in einer 
eigentlichen Kurve zweiter Ordnung geschnitten wird, 
ist ein eigentlicher Kegel zweiter Ordnung und wird 
von jeder nicht durch seinen Scheitel gehenden Ebene 
in einem eigentlichen Kegelschnitte geschnitten. 

4. Aus jedem Satze über Kegelschnitte können wir einen 
entsprechenden Satz für den Kegel herleiten. Das ist in doppelter 
Weise möglich. Entweder gehen wir von der ebenen Figur aus, 
die in unserm Falle in der Ebene x 4 = liegt, oder wir benutzen 
diejenigen Gleichungen, aus denen der für die Ebene geltende 
Satz hervorgeht, zur Begründung räumlicher Eigenschaften. Auf 
jedem der beiden angegebenen Wege erhalten wir unmittelbar 
folgende Sätze: 

Der Kegel zweiter Ordnung ist durch fünf seiner Erzeu- 
genden, oder wenn man lieber will, durch seinen Scheitel und 
fünf seiner Punkte bestimmt. Sollen sechs durch einen Punkt 
gehende gerade Linien einem Kegel zweiter Ordnung angehören, 
so müssen, dem Pascalschen Satze entsprechend, die Gegenseiten 
des von ihnen gebildeten Sechskantes einander je in drei Geraden 
schneiden, welche in einer Ebene liegen. 

5. Eine durch den Scheitel gehende Gerade fällt entweder 
ganz in die Fläche hinein oder sie hat keinen Punkt mit ihr ge- 
meinschaftlich. Eine andere Gerade trifft die Fläche im allgemeinen 
in zwei Punkten. Damit der Punkt (x' + o>x") der Fläche ange- 
hört, mufs die Gleichung erfüllt sein: 

2 2ax (x, ' + cox/) (xx' 4-»x/')=»0 
oder 
(4) a>* SzutXi'x*" + 2a>2a lx xi'x x ' + 2z LX xix x ' — 0. 
Diese Gleichung ist vom zweiten Grade in cd; sie kann nach 
I § 13, 12 (S. 82, 83) nur dann für alle Werte von co erfüllt 
werden, falls die Determinante aus den Koefficienten gleich null ist. 
Das Doppelverhältnis der beiden Schnittpunkte zu den Punkten 
(x'J und (x") wird durch den Bruch co' : a>" dargestellt, wo a> 
und a>" die Wurzeln der Gleichung (4) sind. Die Schnittpunkte 
liegen also zu den gegebenen Punkten harmonisch, falls 

a> + cü" = 
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ist, oder wenn zwischen den Koordinaten (x) und (x") die Be- 
dingung besteht: 

(5) J?a«rx.'x*" — 0. 

Zwei solche Punkte heifsen konjugierte Pole in Bezug auf 
den Kegel. 

Alle- konjugierten Pole (x) zu einem gegebenen Punkte (x') 
liegen auf der Ebene: 

(6) JSa^xx' — O, 

der Polarebene des Punktes. 

Diese Gleichung, welche eine durch den Scheitel gehende 
Ebene darstellt, ändert sich nicht, wenn man der Koordinate x 4 ' 
andere Werte beilegt; hiernach haben alle Punkte eines jeden 
durch den Scheitel gehenden Strahles dieselbe Polarebene. Zwei 
vom Scheitel ausgehende Strahlen heifsen konjugierte Polare 
in Bezug auf den Kegel, wenn ein Punkt des einen konjugierter 
Pol zu einem Punkte des andern ist. Sobald nämlich diese Be- 
dingung erfüllt wird, ist jeder Punkt des einen Strahles konjugierter 
Pol zu jedem Punkte des andern. Wir dürfen daher jedem durch 
den Scheitel gehenden Strahle eine bestimmte Polarebene und 
jeder durch diesen Punkt gelegten Ebene einen bestimmten Strahl 
als Polare zuordnen. 

6. Die Polarentheorie des Kegels kann direkt aus der des 
Kegelschnitts hergeleitet werden, sobald man nur berücksichtigt, 
dafs vier harmonische Punkte einer Geraden von jedem beließigen 
Punkte aus durch vier harmonische Strahlen projiziert werden. 
Es wird genügen, im Folgenden die wichtigsten Sätze anzuführen, 
welche in dieser Beziehung für den Kegel gelten, und es dem 
Leser zu überlassen, ob er sie aus den §§ 13 — 15 des ersten 
Bandes oder direkt aus der Gleichung (6) herleiten will. 

Wenn eine Gerade sich so in einer Ebene bewegt, dafs sie 
stets durch den Scheitel des Kegels hindurchgeht, so dreht sich 
ihre Polarebene um einen festen Strahl, die Polare der Ebene; 
und wenn sich eine Ebene um eine durch den Scheitel gehende 
Gerade dreht, so bewegt sich ihre Polare in einer Ebene, der 
Polarebene der Geraden. 

Die Polarebene eines auf dem Kegel gelegenen Punktes geht 
in die Tangentialebene über. Alle Punkte einer Erzeugenden 
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haben dieselbe Polarebene, also auch dieselbe Tangentialebene; 
jede Tangenttalebene eines Kegels berührt längs einer Erzeugenden. 

Legt man in den Schnittlinien einer durch den Scheitel 
gehenden Ebene die Tangentialebenen an denselben, so schneiden 
sie sich in der Polare der Ebene. 

Durch jeden Punkt des Raumes, und somit auch durch jede 
vom Scheitel ausgehende Gerade lassen sich zwei Tangentialebenen 
an den Kegel legen; es sind das diejenigen Ebenen, welche längs 
der Schnittlinien der Polarebene berühren. 

Man kann auf unendlich viele Weisen drei Strahlen be- 
stimmen, welche zu je zweien konjugierte Polare in Bezug auf 
den Kegel sind; jede Ebene eines solchen Dreikants ist die Polar- 
ebene der gegenüberliegenden Kante. Wählt man drei solche 
gerade Linien zu Axen eines Koordinaten-Tetraeders, während 
die vierte Ebene desselben willkürlich bleibt, so erhält man eine 
Darstellung des Kegels durch drei Quadrate. 

7. Der Einteilung der eigentlichen Kegel zweiter Ordnung 
legt man am besten die Darstellung durch drei Quadrate zu 
Grunde. Diese drei Quadrate haben entweder sämtlich dasselbe 
Vorzeichen, oder zwei von ihnen haben ein anderes Vorzeichen 
als das dritte. Demnach erhalten wir zwei verschiedene Arten, 
jenachdem die Gleichung in einer der beiden Formen dargestellt 
werden kann: 

A) xf + x| + x| = 0. 

B) X f + xf - x§ - 0. 

Im ersten Falle ist nur die Spitze des Kegels reell; die Fläche 
enthält keine reellen Geraden und keine reellen Tangentialebenen; 
kein von der Spitze ausgehender Strahl fällt in seine Polarebene. 
Die durch den Scheitel gehenden Ebenen haben mit der Fläche 
ein imaginäres Geradenpaar, alle andern Ebenen einen eigentlichen 
imaginären Kegelschnitt gemeinschaftlich. 

8. Die Gleichung B) stellt einen reellen Kegel dar, der von 
jeder nicht durch den Scheitel gehenden Ebene in einem eigent- 
lichen reellen Kegelschnitte geschnitten wird. Eine durch den 
Scheitel gelegte Ebene hat mit dem Kegel entweder ein reelles 
Geradenpaar gemeinschaftlich (die Ebene schneidet den Kegel), 
oder die gemeinsame Linie ist eine Doppelgerade (die Ebene be- 
rührt den Kegel), oder das gemeinsame Geradenpaar ist imaginär. 
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Um die Lage eines Punktes dem Kegel gegenüber zu cha- 
rakterisieren, legen wir durch den Punkt eine Ebene. Liegt der 
gegebene Punkt im Innern des von dieser Ebene ausgeschnittenen 
Kegelschnittes, so mufs jede in der Ebene durch den Punkt ge- 
zogene Gerade den Kegelschnitt und somit auch den Kegel treffen. 
Es schneidet also jede durch den Punkt und den Scheitel des 
Kegels gelegte Ebene aus demselben zwei gerade Linien aus, und 
hiernach schneidet jede durch den Punkt gehende Gerade den 
Kegel in zwei Punkten. Der Punkt liegt innerhalb einer jeden 
Kurve, in der eine durch ihn gelegte Ebene den Kegel schneidet; 
er ist ein Innenpunkt desselben. In gleicher Weise führen wir 
die Aufsenpunkte ein; es sind dies Punkte, von denen aus sich 
sowohl schneidende als nicht-schneidende Gerade ziehen lassen. 

Da jede durch einen Innenpunkt gehende Gerade den Kegel 
schneidet, so liegt jede Gerade, welche den Kegel nicht schneidet, 
ganz in seinem Äufsern. 

Die Polarebene zu einer geraden Linie, welche vom Scheitel 
aus in sein Inneres gezogen wird, gehört ganz dem Äufsern an, 
weil durch die Gerade keine Tangentialebene gelegt werden kann ; 
dagegen schneidet die Polarebene zu einem Aufsenpunkte den 
Kegel in zwei Erzeugenden. Von jedem Tripel konjugierter 
Durchmesser liegen zwei im Äufsern, einer im Innern des Kegels. 

9. Wenn die aus den Koefficienten der Gleichung (6) ge- 
bildete Determinante gleich null ist, so stellt diese Gleichung in 
Verbindung mit der Gleichung x 4 = ein Geradenpaar dar. Die 
Verbindungslinien des Punktes 4 mit den Punkten dieser beiden 
Geraden füllen zwei Ebenen an; somit wird in diesem Falle durch 
die Gleichung (6) ein Ebenenpaar dargestellt. Die Ebenen dieses 
Paares sind reell oder imaginär, jenachdem die beiden in der 
Ebene x 4 = gelegenen Geraden reell oder imaginär sind. Auch 
kann man in Anwendung der in I § 16, 7 gegebenen Regel die 
linke Seite von (6) durch zwei Quadrate darstellen; jenachdem 
diese dasselbe oder verschiedenes Vorzeichen haben, ist das Ebenen- 
paar imaginär oder reell. 

Die Gleichung (6) gilt in Verbindung mit der Gleichung 
x 4 = für eine Doppelgerade, falls nicht nur die aus den Koeffi- 
cienten a*# gebildete Determinante selbst, sondern auch alle ihre 
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zweireihigen Unterdeterminanten verschwinden. Demnach stellt 
in diesem Falle die Gleichung (6) fiir sich eine Doppelebene <lar. 

10. Den Gleichungen 

(7) 2 a,*x< x x = 0, 2 bt X x t x* — 
(£, x — 1, 2, 3) 
entsprechen zwei konzentrische Kegel. Jeder Kegel, welcher bei 
einem konstanten Werte von fi durch die Gleichung 

(8) 2 (a, x + p b<») xi xx — 
dargestellt wird, gehört dem durch die beiden Kegel (9) bestimmten 
Büschel an. Auf einen solchen Büschel kann man alle Sätze 
übertragen, die für einen Kegelschnittsbüschel gelten. Die Polar- 
ebenen zu einer jeden durch den Scheitel gehenden Geraden 
schneiden sich in einer zweiten Geraden, der gemeinschaftlichen 
Polaren der gegebenen Geraden. Wenn sich die Polarebenen des 
Strahles p in Bezug auf die Kegel des Büschels in dem Strahle 
p' schneiden, so gehen auch die Polarebenen des Strahles p' durch 
den Strahl p hindurch. 

Unter den durch den gemeinschaftlichen Scheitel gehenden 
Geraden sind im allgemeinen drei dadurch ausgezeichnet, dafs 
jede von ihnen für alle Kegel dieselbe Polarebene besitzt; diese 
drei geraden Linien bilden die Kanten eines dem Büschel gemein- 
schaftlichen Polardreikants. Sobald diese drei Kanten als Axen 
einem Koordinaten-Tetraeder angehören, werden alle Kegel des 
Büschels durch dieselben drei Quadrate dargestellt. 

Dem Büschel gehören drei Ebenenpaare an; die Schnittlinien 
der Ebenen eines Paares bilden die Kanten des gemeinschaftlichen 
Polardreikants. 

11. Der Kegel kann auch vermittelst Ebenenkoordinaten be- 
handelt werden. Wie wir gesehen haben, genügen der in Ui, u 2> 
u 3 homogenen Gleichung 

(9) *( Ul ,u 2 ,u s ) = 0- 
alle Ebenen, welche eine in der Ebene OiOjjOs gelegene Kurve 
berühren. Fügen wir jetzt noch die Bedingung u* = hinzu, 
verbinden wir demnach die Gleichungen: 

(10) u 4 = 0, <£( Ul ,u 2 , u 3 ) = 0, 
so erhalten wir alle Berührungsebenen der Kurve, welche durch 
den Punkt 4 hindurchgehen. Gleichwie die Tangenten einer 
ebenen Kurve diese selbst einhüllen, so umhüllen auch die den 
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Gleichungen (10) genügenden Ebenen einen Kegel, welcher den 
Punkt 4 zum Scheitel und die Kurve (9) zur Leitlinie hat. Wenn 
die Gleichung (9) vom mten Grade ist, so lassen sich von jedem 
Punkte der Ebene (0, 0, 0, 1) aus m Tangenten an sie legen; 
somit gehen auch durch jeden vom Punkte 4 ausgehenden Strahl 
m Tangentialebenen an den Kegel; wir sagen in diesem Falle, 
& sei von der mten Klasse. 

12. Hiernach stellt die Vereinigung der beiden Gleichungen: 
(11) u 4 — 0, 2 kixxit u* — (für i, x — 1, 2, 3) 

einen Kegel zweiter Klasse dar. Man überzeugt sich sehr leicht 
von der Richtigkeit der folgenden Sätze: 

Ein Kegel zweiter Klasse ist durch fünf Tangentialebenen 
bestimmt, die durch denselben Punkt gehen. Damit sechs solche 
Ebenen einen Kegel berühren, müssen die drei Ebenen, durch 
welche je zwei Gegenkanten der von ihnen gebildeten körper- 
lichen Ecke mit einander verbunden werden, durch dieselbe gerade 
Linie gehen. 

Wenn die aus den Koefficienten A tx gebildete Determinante 
von null verschieden ist, so ist die Leitlinie eine eigentliche Kurve 
zweiter Klasse und somit auch von der zweiten Ordnung. In 
diesem Falle hat jede vom Scheitel ausgehende Gerade eine be- 
stimmte Polarebene und jede durch den Scheitel gelegte Ebene 
eine bestimmte Polare. 

13. Verschwindet die Deterriiinante aus den Koefficienten Ai*, 
ohne dafs alle ihre Unterdeterminanten gleich null sind, so stellt 
die zweite Gleichung (11), falls man in ihr die Gröfsen u iy u 2 , 
u 3 als Linienkoordinaten in der Ebene O1O2O3 aufFafst, ein 
Punktepaar dar. Den beiden Gleichungen (11) genügen also alle 
Ebenen, welche durch einen der dargestellten Punkte und den 
Punkt O4 gelegt werden können. In diesem Falle ist der Kegel 
zweiter Klasse durch ein Geradenpaar zu ersetzen, nämlich durch 
die beiden geraden Linien ^ und 1 2 , welche den Punkt 4 mit 
den Punkten des Punktepaares verbinden. Wir dürfen auch sagen, 
der Kegel sei in zwei Ebenenbüschel übergegangen, deren Axen 
sich im Punkte (0, 0, 0, 1) schneiden. 

In diesem Falle kann man die zweite Gleichung (11) auf die 
Form zweier Quadrate bringen. Wenn diese Quadrate entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben, so sind die beiden Ebenenbüschel 
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reell. Sind aber die Quadrate mit demselben Vorzeichen ver- 
sehen, so sind die Träger und damit auch die Büschel imaginär; 
den Gleichungen (11) genügt nur eine einzige reelle Ebene. 

14. Die durch die zweite Gleichung (11) dargestellte ebene 
Kurve geht in einen Doppelpunkt über, sobald die sämtlichen 
Unterdeterminanten der aus den Koefficienten A tx gebildeten 
Determinante verschwinden. Demnach wird der Kegel in diesem, 
Falle durch eine Doppelgerade oder, wenn man lieber will, durch 
einen doppelt zu zählenden Ebenenbüschel vertreten. 

15. Alle Kegel, welche bei beliebigem Werte von X durch 
die Gleichungen 

(12) u 4 = 0, J?(A« + XBi*) ut ux = 0, 

(i, x — 1, 2, 3) 
dargestellt werden, bilden eine Schar konzentrischer Kegel. 
Die Sätze, welche für eine solche Schar gelten, lassen sich un- 
mittelbar aus den Sätzen über eine Kegelschnittsschar herleiten; 
es genügt daher, sie ohne Beweis auszusprechen. 

Die Polaren zu einer jeden durch den Scheitel gelegten Ebene 
liegen auf einer zweiten Ebene. Nur drei solche Ebenen haben 
im allgemeinen für alle Kegel der Schar dieselbe Polare; diese 
drei Ebenen bilden ein gemeinschaftliches Polardreikant für die 
Kegel der Schar. Für ein Koordinaten-Tetraeder, dem diese drei 
Ebenen als Seiten angehören, gehen die zweiten Gleichungen (12) 
in die Summe von drei Quadraten über. 

Der Schar gehören im allgemeinen auch drei specielle Kegel 
zweiter Klasse, drei Geradenpaare an. Jede Ebene, welche die 
beiden Geraden eines solchen Paares enthält, hat für alle Kegel 
der Schar dieselbe Polare. 

Konzentrische Kegel einer Schar haben im allgemeinen vier 
Tangentialebenen gemeinsam. 

16. Bei der Darstellung eines Kegels kann man auch die in 
§ 9, 3 angegebene Methode benutzen. Wir wollen annehmen, 
der Scheitel des Kegels habe die Koordinaten § i9 g 2 , g 3 , g 4 . Die 
Leitlinie soll in der Ebene liegen, welche durch die Punkte (x'), 
(x"), (x"") hindurchgeht. Jeder einzelne Punkt dieser Ebene kann 
auf die durch die Gleichung (2) angegebene Art bestimmt werden; 
seine Koordinaten verhalten sich also wie die Gröfsen 

(11) AjXi' -f^fXi" -f- isXi - ', . . . I1X4' -f- ^2X4" + *sX4 W . 
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Der Leitlinie mögen alle Punkte angehören, für welche 
zwischen den Koefficienten k iy X t , 4$ eine homogene Gleichung 
besteht: 

(12) Ftf,,*,, *,) — <>. 

Ein beliebiger Punkt auf der Verbindungslinie des Punktes 

(11) mit dem Punkte (g) hat die Koordinaten: 

(13) X« =» (iga + X t Xa + ^*Xa" + A 8 Xa^. 

(a - 1, 2, 3, 4) 
Diese Gleichungen gestatten, die vier Koefficienten p, i l9 
Z 2 , X$ linear durch x t . . . x 4 auszudrücken; wir erhalten: 
(14) l x — l^CivXv, X % — J2c%vxv, X* s —-2 , c 3 vXv, 

(v - 1, 2, 3, 4) 
wo die Koefficienten von den Koordinaten (g), (x'), (x"), (x") 
abhangen. Indem wir diese Werte für X l9 2 2 , X* in die Gleichung 

(12) einsetzen, erhalten wir eine Beziehung zwischen den Koordi- 
naten, welche erfüllt sein mufs, wenn der Punkt (x) auf der 
Verbindungslinie des Punktes (g) mit einem Punkte der durch 
die Gleichung (12) bestimmten Leitlinie liegen soll; die neue 
Gleichung ist also die Gleichung des Kegeis. 

Für diese Gleichung ist es charakteristisch, dafs sie nur die 
drei linearen Formen enthält, welche auf der rechten Seite der 
Gleichungen (14) stehen. Jede homogene Gleichung zwischen 
drei Formen, in denen die Punktkoordinaten linear homogen 
auftreten, stellt auch umgekehrt einen Kegel dar, wie man durch 
ähnliche Erwägungen zeigen kann. 

17. Um einen Kegel, dessen Scheitel eine beliebige Lage hat, 
durch Ebenenkoordinaten darzustellen, hat man folgendes zu be- 
achten. Einer beliebigen Gleichung 4> (u A . . . u 4 ) = zwischen 
den Koordinaten u, , u 2 , u s , u 4 genügen alle Ebenen, welche eine 
gewisse Fläche berühren. Fügt man noch eine lineare Gleichung 
JSziUi *0 hinzu, so beschränkt man sich auf diejenigen Tan- 
gentialebenen der Fläche, welche durch den Punkt (a l? a 2 , a s , a 4 ) 
hindurchgehen, also auf die Tangentialebenen eines Kegels, der 
diesen Punkt zum Scheitel hat. Daher stellt die Verbindung der 
Gleichungen : 

(15) 2 a* ui — 0, # (u, ... u 4 ) — 
einen Kegel dar, welcher den Punkt (a! . . . a 4 ) zum Scheitel hat 
und die Fläche # (u) = berührt. 
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Hierbei möchten wir eine Bemerkung beifügen, die freilich 
in den folgenden Untersuchungen kaum benutzt wird, aber doch 
einige Beachtung verdient. Da für alle Ebenen des Kegels die 
erste Gleichung (15) befriedigt wird, welche wir kurz A =* 
schreiben wollen, so ändert sich der Kegel nicht, wenn man zu 
der zweiten Gleichung eine beliebige Funktion von u x . . . u 4 
hinzufügt, welche für A = selbst verschwindet, wofern nur die 
Gleichung auch in der neuen Form wiederum homogen ist. Wenn 
also etwa die Funktion # homogen vom m*en Grade ist, so darf 
man eine beliebige homogene Funktion B (ui ... u 4 ) vom Grade 
m — 1 bilden und dann * durch die Summe # + AB ersetzen. 
Unter der gemachten Annahme wird demnach der Kegel (15) 
auch durch die Verbindung der Gleichungen dargestellt: 

A = 9 <P + AB — 0. 

Übungen : 

1) Wie lautet die Bedingung dafür, dafs die Ebene (ui, u 2> 
u s , 0) den Kegel 

Y 2 v 2 Y 2 

* ■■{. 2 L 8 = Q 

«1 «2 «3 

a) in zwei reellen, oder 

b) in zwei imaginären Geraden schneidet, oder 

c) längs einer Erzeugenden berührt? 

2) Von einem Punkte aus die Tangentialebenen an einen 
Kegel zweiter Ordnung zu legen. 

3) Vier Strahlen, welche vom Scheitel eines Kegels zweiter 
Ordnung ausgehen und in einer Ebene liegen, haben dasselbe 
Doppelverhältnis wie ihre Polarebenen. 

4) Alle Kegel zweiter Ordnung, welche ein gemeinsames 
Polardreikant besitzen und durch einen festen Punkt gehen, haben 
vier Erzeugende gemeinschaftlich. 

5) Die Einteilung der Kegel zweiter Ordnung stimmt voll- 
ständig überein mit der in I § 18 (S. 110) gegebenen Einteilung 
der Kurven zweiter Ordnung. 

6) Man soll folgende Kegel bei Benutzung desselben Koordi- 
natensystems durch Punktkoordinaten darstellen: 

a) u 4 = 0, a x u} + a t uj + a 3 u§ — 0, 

b) u 4 = 0, uf + u> + u§ — 0, 

c) u 4 = 0, u 2 u 3 + u 3 u x + i^u, = 0. 
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7) Die Flächen eines konzentrischen Kegelbüschels werden 
von jeder durch den Scheitel gelegten Ebene in Strahlen einer 
Involution geschnitten. 

8) Einen Kegel zu konstruieren, der einen gegebenen Mittel- 
punkt hat, durch vier Punkte hindurchgeht und eine gegebene 
Gerade berührt. 

9) Einen Kegel mit vorgeschriebenem Scheitel zu konstru- 
ieren, der vier gegebene Gerade berührt und durch einen gegebenen 
Punkt geht. 

10) Man untersuche den Kegelbüschel, dem die Kegel an- 
gehören: 

x* +xf + xj =0, x? -2x? +x§ =0. 

a) Welches ist das gemeinsame Polardreikant? 

b) Welche Ebenenpaare gehören dem Büschel an? 

c) Welche Kanten sind sämtlichen Kegeln gemeinschaftlich? 

d) In welcher Geraden durchschneiden sich die Polarebenen 
des Strahles (x^, x*', x 3 ', 0)? 

e) Man untersuche die Strahleninvolution, welche durch die 
Schnittlinien der Kegel gebildet werden 

d) auf einer jeden der drei Ebenen x t =»0, x 2 «■* 0, x 8 «» 0, 
ß) auf der Ebene xi + x * + x» = 0, 
/) auf der Ebene xi — x 2 + x 3 — 0. 

11) In entsprechender Weise untersuche man 

a) den Büschel der Kegel 

x? + xl + x» =0, x» - 2x1 - *! — 0, 

b) den Büschel der Kegel 

xf — xjj — 6x x x 2 =0, x| — 2x x x 2 = 0. 

12) Die Schnittlinie eines Kegels zweiter Ordnung mit einer 
konzentrischen Kugel heifst ein sphärischer Kegelschnitt. Man 
beweise für eine solche Kurve die im folgenden angegebenen 
Lehrsätze und löse die gestellten Aufgaben. 

a) Ein sphärischer Kegelschnitt ist durch fünf Punkte auf der 
Kugel bestimmt. 

b) Welche Lage müssen sechs Punkte auf der Kugel zu ein- 
ander haben, damit es möglich wird, durch sie einen sphärischen 
Kegelschnitt zu legen. 

c) Wenn auf der Kugel fünf Punkte und ein von dem letzten 
Punkte ausgehender Hauptkreis gegeben sind, so soll der Schnitt- 
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punkt dieses Hauptkreises mit dem durch die fünf Punkte gehenden 
Kegelschnitte gesucht werden. 

d) In einem von fünf gegebenen Punkten einer Kugel an den 
durch sie bestimmten Kegelschnitt die Tangente zu legen. 

e) Man soll an einen gezeichnet vorliegenden sphärischen 
Kegelschnitt von einem Punkte der Kugel aus die Tangenten 
legen. 

f) Die Einteilung der sphärischen Kegelschnitte ist identisch 
mit der in I § 18 (S. 110) angegebenen Einteilung der ebenen 
Kurven zweiter Ordnung. 

g) Auf der Kugel besteht eine uneigentliche Kurve zweiter 
Ordnung aus zwei Hauptkreisen, eine uneigentliche Kurve zweiter 
Klasse aus zwei Paaren von Gegenpunkten. 

h) Jeder reelle eigentliche Kegelschnitt besteht aus zwei ge- 
trennten Zweigen. 

i) Die Schnittpunkte eines Hauptkreises der Kugel mit den 
Gegenseiten eines vollständigen sphärischen Vierecks bilden eine 
Involution. 

k) Die vier Seiten eines vollständigen sphärischen Vierseits 
mögen einander so in den sechs Punkten a, d, ß, ß\ y, y' 
schneiden, dafs unter diesen sechs Punkten keine zwei Gegen- 
punkte vorkommen und dafs weder a und «', noch ß und ß\ 
noch y und y auf derselben Seite des Vierseits liegen. Dann 
werden die drei Punktepaare ad, ßß' und yy von jedem Punkte 
der Kugel aus in Strahlen einer Involution projiziert. 

§ IL 
Die Oberflächen zweiter Ordnung. 

1. Wir untersuchen diejenigen Flächen, welche durch eine 
homogene Gleichung zweiten Grades zwischen den Punktkoordi- 
naten Xi . . . x 4 dargestellt werden. Diese Gleichung wird in 
folgender Form zu Grunde gelegt: 

(1) a n x t + a 22 x 2 -f- a 38 x 3 + a 44 x 4 ~r 

2a 12 x 1 x 2 + 2a 13 x 1 x 3 + 2a 14 x 1 x 4 -f- 2a 2S x 2 x 8 -j- 

^ a 24 X 2 X 4 "T * a 34 X 3 X 4 ==S ^' 
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Da wir hier wieder annehmen wollen, dafs an den Koeffi- 
cienten die untern Marken vertauscht werden können, ohne dafs 
der Wert sich ändert, dafs also 

a ]2 = agi, a^ = a 3l . . . a34 = a43, 
allgemein a<* == a*< ist, so können wir die Gleichung (1) auch 
in der Form schreiben: 

x t ^a lx xx + x 2 ^a sx x x + x s ^a 3X x x + x 4 -2a 4 xXx «- 0; 

X 

dafür benutzen wir auch vielfach folgende Form: 

(2) 2 a, x xi xx — 0. * 

i, x = 1 ... 4 

Jede Fläche, welche durch eine solche Gleichung dargestellt 
wird, nennen wir eine Fläche zweiter Ordnung. Da die 
rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten nur ein specieller Fall 
der Tetraeder-Koordinaten sind, so gehören zu den Flächen zweiter 
Ordnung jedenfalls das Ellipsoid, das ein- und das zweischalige 
Hyperboloid, das elliptische und das hyperbolische Paraboloid. 

2. Wenn die durch die Gleichung (2) dargestellte Fläche 
durch den Punkt (x^ . . . x 4 ') hindurchgehen soll, so mufs die 
Gleichung erfüllt sein: 

2 a<x x* ' x x ' = 0. 

Es ist dies eine homogene lineare Gleichung zwischen den 
zehn Koefficienten au, a 2 * . . . a 34 . Daher sind neun Gleichungen 
der letzten Art erforderlich, um die Verhältnisse der Koefficienten 
zu bestimmen. Wenn man daher neun Punkte kennt, durch 
welche die Fläche hindurchgehen soll, so lassen sich die Werte 
für diese Verhältnisse angeben; wir erhalten zehn Determinanten 
und dürfen jeden der zehn Koefficienten, bis auf einen beliebigen 
gemeinschaftlichen Faktor, einer unter diesen Determinanten gleich- 
setzen. Nur wenn diese zehn Determinanten sämtlich ver- 
schwinden, bleiben die Koefficienten unbestimmt. Daraus folgt: 

Durch neun Punkte ist im allgemeinen eine Fläche 
zweiter Ordnung bestimmt; 

mit andern Worten: 



1 Wenn in einer Summe mehrere Summationsbuchstaben vorkommen, 
so soll jedesmal über alle diese summiert werden, falls das Gegenteil nicht 
ausdrücklich dadurch angedeutet wird, dafs dem Summationszeichen nur ein 
einziger Buchstabe angehängt wird. 

Killing-, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. (> 
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Durch neun Punkte, die nicht eine specielle Lage 
gegen einander haben, läfst sich eine einzige Fläche 
zweiter Ordnung legen. 

3. Bezieht man die Schnittlinie der Fläche (1) mit der Ebene 
x 4 =~ auf ein Koordinatensystem, dessen Eckpunkte mit den 
drei in dieser Ebene liegenden Eckpunkten des Koordinaten- 
Tetraeders zusammenfallen und dessen Einheitspunkt in derjenigen 
Geraden liegt, welche den vierten Eckpunkt mit dem Einheits- 
punkte des räumlichen Systems verbindet, so wird die Gleichung 
dieser Linie (nach § 9, 1 S. 60) erhalten, indem man in der 
Gleichung (1) x 4 = setzt. Die Gleichung der Schnittlinie ist 
also : 

xf + xf + x| -f 2a 12 x 1 x, + 2a 18 x 1 x 8 + 2a 28 x 2 x 8 = 0, 

oder in anderer Form: 

2J Zix Xi x« — 0. 
i, x — l, 2, 3 

Die Schnittlinie ist somit eine Kurve zweiter Ordnung. 
In gleicher Weise zeigt man, dafs jede Koordinatenebene aus 
der Fläche einen Kegelschnitt ausschneidet. 

4. Wenn man von dem gegebenen Koordinatensysteme zu 
irgend einem andern System von Tetraeder-Koordinaten y iy y 2 , 
y3> y* übergeht, so mufs man (nach § 6, 7) die Gröfsen x ly x 8 , 
x 3 , x 4 durch homogene lineare Funktionen von yi, y 2 , y 8 , y 4 
ersetzen. Die Gleichung (1) bleibt also homogen vom zweiten 
Grade und nimmt etwa die Form an: 

2 bi X y t y x — 0. 

Aus dieser Gleichung wird die Gleichung der Schnittlinie 
mit der Ebene y 4 — erhalten, indem man die Summation nur 
auf die Marken 1, 2, 3 ausdehnt; die Schnittlinie ist also wiederum 
eine Kurve zweiter Ordnung. Nun kann man jede beliebige Ebene 
des Raumes zu der einen Seite eines Koordinaten -Tetraeders 
nehmen; daher gilt allgemein der Satz: 

Jede Ebene schneidet aus einer Fläche zweiter Ord- 
nung eine Kurve zweiter Ordnung aus. 

5. Dieser Satz läfst sich auch auf folgendem Wege erhärten. 
Wenn eine Ebene durch die drei Punkte (x'), (x"), (x") gehen 
soll, so gelten für die Koordinaten ihrer Punkte die Beziehungen: 

(3) x« = ItXa' + W + h*cT (a — 1, 2, 3, 4). 
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Hier bedeuten (nach § 9, 3) die Koefficienten X x , X*, X 9 die 
Koordinaten in der durch die drei Punkte gelegten Ebene. Indem 
man die Werte (3) in die Gleichung (2) einsetzt, erhält die Schnitt- 
linie die Gleichung: 

i, x ~* 1 . . . 4 

Diese Gleichung kann man in einer andern Eorm schreiben. 
Man setze: 

Cn =**2t&ixXi Xx, C22 s ~-Ä^*Xi Xx , C33 *-»2/a 4 xXz Xx , 

Ci2 a ™^a£xX4 Xx , C21 «»^atxXt Xx, \ 

dann ist Cu — C21, Ci8=-c 81 , C23 aaB C 38 ; die vorstehende Glei- 
chung nimmt also die einfachere Gestalt an: 

C ll*l T C 22*2 \ C 88*8 1 ^ C 12^1^2 "T" ^ C 18^1^S 

T ^ C 28^2^S S=S ^> 

sie stellt in den Dreieckskoordinaten X\ t X i9 X$ einen Kegel- 
schnitt dar. 

6. Die Gerade x 3 — x 4 — schneidet die Fläche in den 
beiden Punkten, welche sich aus der Gleichung: 

a il X l + 2a i2 X l X 2 + a 22 X l — ° 

ergeben. Hat man irgend ein anderes Koordinatensystem zu 
Grunde gelegt, so erhält man für die Bestimmung der Schnitt- 
punkte irgend einer Kante mit der Fläche wiederum eine Gleichung 
zweiten Grades. In dieser Gleichung können sämtliche Koeffi- 
cienten verschwinden; dann gehört die Gerade ganz der Fläche 
an. Im andern Falle hat die Gleichung zwei reelle oder zwei 
imaginäre oder zwei gleiche Wurzeln. Daher gilt der Satz: 

Eine Gerade hat mit der Fläche zweiter Ordnung 
entweder zwei reelle oder zwei imaginäre oder zwei 
zusammenfallende Punkte gemein oder fällt ganz in sie 
hinein. 

7. Für die Untersuchung der Schnittpunkte selbst ist folgender 
Weg geeigneter. Wenn (x') und (x") zwei beliebige Punkte sind, 
so verhalten sich die Koefficienten eines jeden Punktes ihrer 
Schnittlinie wie 

(4) x%' + coxi' 7 : x 2 ' + CÖX2" : x 3 ' + €0x3" : x 4 ' + €0x4", 
wo a> die früher angegebene Bedeutung hat. Zu jedem Werte 
von cd gehört ein einziger Punkt der Geraden und zu jedem 
Punkte der Geraden ein einziger Wert von a>. Wenn wir die 

6* 
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Punkte finden wollen, welche diese Gerade mit der Fläche (2) 
gemeinschaftlich hat, so haben wir die Werte (4) in die Gleichung 
(2) einzusetzen. Dadurch erhalten wir folgende Gleichung: 

(5) Uatx (xi ' + ct>xi") (xx + a>x*") = 0. 

Da aber 2a lx xi' x x " — 2a«xt" x*' ist, so können wir die 
Gleichung (5) auch in folgender Form schreiben: 

(6) a> 2 2a<xx<"xx" + 2o>2;a**x*'xx" + -2a<*x/xx' = 0. 

Wenn hier <Za«x,"x/ = 0, 2z t xXt'xx" = 0, J£a/xx,'xx' = 
ist, so wird die Gleichung für jeden Wert von co befriedigt; die 
Gerade liegt dann ganz in der Fläche. In allen andern Fällen 
werden die Schnittpunkte durch eine Gleichung zweiten Grades 
bestimmt. 

8. Schon aus dem in 6. bewiesenen Satze, dessen Richtig- 
keit auch aus 7. unmittelbar hervorgeht, folgt, dafs eine gerade 
Linie ganz in eine Fläche zweiter Ordnung hineinfällt, sobald sie 
mit ihr drei Punkte gemein hat. Wir wollen diesen Satz seiner 
Wichtigkeit wegen nochmals beweisen. 

Angenommen, die Fläche habe die drei Punkte (x'), (x"), 
(x -f- <*>'*") mit der Geraden (x'), (x") gemeinschaftlich. Dann 
mufs die Gleichung (6) erfüllt sein, wenn man darin a> durch ool 
ersetzt. Da aber die Punkte (x) und (x") auf der Fläche liegen, 
so gelten die Gleichungen: 

2 Zix'xi ' xx = 0, 2 Zix xi " xx = 0. 

Demnach geht die neue Gleichung über in 

a>' 22lixXl ' Xx" = 0. 

Hier ist a>' von null verschieden; also mufs S&ixXi'xx = 
sein oder die Gleichung (6) wird für alle Werte von a> erfüllt. 

9. Man sagt, eine Fläche sei von der nten Ordnung, 
wenn ihre Schnittpunkte mit einer jeden geraden Linie durch 
eine Gleichung nten Grades gefunden werden. Es sei eine Fläche 
durch eine homogene Gleichung nten Grades zwischen den Ko- 
ordinaten Xi . . . x 4 bestimmt. Dann bleibt die Gleichung auch 
für beliebige andere Tetraeder-Koordinaten homogen vom nten 
Grade. Wir sehen also auf den beiden Wegen, welche wir so- 
eben für n = 2 durchgeführt haben, dafs die Bestimmung der 
Schnittpunkte mit einer geraden Linie von einer Gleichung nten 
Grades abhängt. Somit ist jede Fläche, deren Gleichung 
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in Tetraeder-Koordinaten homogen vom nten Grade ist, 
auch von der nten Ordnung. 
Übungen : 

1) Man bestimme die Fläche zweiter Ordnung, welche durch 
folgende neun Punkte geht: 

a) (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1), 
(1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, - 1), (0, 1, - 1, 0), 
(0, 1, 0, - 1). 

b) (1, 0, 0, 1), (1, 0, 0, - 1), (0, 1, 0, 1), (0, 1, 0, - 1), 
(0, 0, 1, 1), (0, 0, 1, - 1), (3, 4, 0, 5), (3, 0, - 4, - 5), 
(0, 3, 4, - 5). 

c) (1, 0, 1, 0), (1, 0, - 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 0, - 1), 
(0, 1, 1, 0), (0, 1, - 1, 0), (1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, - 1), 

(1, 1, - 1, 1). 

2) Man suche die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung, 

a) welche die geraden Linien Xi = x 3 = und x 2 = x 4 = 
enthält und durch die Punkte (1, 0, 0, 1), (1, 1, 1, 1) und 
(1, 1, - 1, - 1) geht; 

b) welche die drei geraden Linien enthält: 

Xi — x 3 *=* 0, x 2 + X4 — 0, sowie x v + x a = 0, x 8 — x 4 = 
und Xi + x 2 — x 3 — X4 = 0, Xi — x 2 + x 8 — x 4 = 0. 

3) a) Wenn die durch die Gleichung (1) dargestellte Fläche 
durch den Punkt (l, 0, 0, 0) gehen soll, so mufs a u =0 sein. 

b) Wenn diese Fläche den Punkt (1, 1, 0, 0) enthalten soll, 
so mufs sein : a t x -f- a 22 + 2ai 2 = 0. 

c) Diese Fläche kann durch die Punkte (1, 1, 0, 0) und 
(1, — 1, 0, 0) nur dann hindurchgehen, wenn a i2 = 0, 
*ii + a 22 = ist. 

4) Man bestimme die Schnittlinie der Fläche 

X 2 + X | _ X 2 _ x j = 

mit folgenden Ebenen: 

a) mit jeder Koordinatenebene, 

b) mit der Ebene x 4 — x s = 0, 

c) mit der Ebene, welche durch die Punkte (1, 0, 0, 0), 
(0, 1, 1, 1) und (0, 2, 1, 1) gelegt werden kann. 

5) Man bestimme die Schnittlinien der in 4) angegebenen 
Ebenen mit folgenden Flächen: 

a) x? + xf + x§ — x| — 0, 
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b) xf +x!-2x 8 x 4 =0, 

c) xf — xf +2x s x 4 =0. 

6) Man stelle die in 4) und 5) angegebenen Flächen mit 
folgenden geraden Linien zusammen: 

a) xi = x 2 = 0, b) X! = x 3 = 0, c) Xi = x 4 = 0, 

d) x» — x 8 ~ 0, e) x 2 = x 4 = 0, f ) x 3 — x 4 = 0, 

g) mit der Verbindungslinie der Punkte (0, 1, 1, 1) und 
(1, 2, 1, 1), 

h) mit der Verbindungslinie der Punkte 

(1, 1, 0, 0) und (0, 0, 1, 1), 
und bestimme jedesmal die Schnittpunkte. 

§ 12. 

Pol und Polarebene einer Fläche zweiter Ordnung. 

1. Wie wir soeben gesehen haben, ergeben sich die Schnitt- 
punkte derjenigen Geraden, welche die Punkte (x') und (x") ver- 
bindet, mit der Fläche: 

(1) IJSLixXlXx —0 

aus der Gleichung: 

(2) a>* -Sa<*x<"x/ + 2w 2z*tu'** + -Sa,*x £ ' x*' — 0. 

Wir wollen diese Gleichung zunächst unter der Annahme 
eingehender betrachten, dafs weder der Punkt (x') noch der Punkt 
(x") der Fläche angehört. In diesem Falle hat die Gleichung (2) 
zwei (reelle oder imaginäre oder gleiche) Wurzeln a> x und a> 2 . 
Der Quotient a> v : co 2 stellt das Doppelverhältnis dar, in welchem 
die beiden Schnittpunkte zu den gegebenen Punkten stehen. Sollen 
die gegebenen Punkte zu den Schnittpunkten harmonisch liegen, 
so mufs der Quotient a>i : <w 2 = — 1 werden, oder es mufs sein: 

<0\ -f- w% *= 0. 

Dieser Forderung wird aber nur genügt, wenn in der Glei- 
chung (2) der Koefficient von co verschwindet, wenn also zwischen 
den Koordinaten (x) und (x") die Beziehung besteht: 

(3) 2 a*x Xi ' xx v = 0. 

Zwei Punkte heifsen konjugierte Pole in Bezug auf eine 
Fläche zweiter Ordnung, wenn sie zu den Schnittpunkten ihrer 
Verbindungslinie mit der Fläche harmonisch liegen. Demnach 
stellt die Gleichung (3) die Bedingung dafür dar, dafs die Punkte 
(x) und (x") konjugierte Pole in Bezug auf die Fläche (1) sind. 
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Die angegebene Definition lehrt unmittelbar, dafs, wenn der 
Punkt (x") konjugierter Pol zum Punkte (x) ist, auch der Punkt 
(x) konjugierter Pol von (x") ist Dasselbe folgt auch daraus, dafs 
in der Gleichung (3) die Koordinaten (xi ' . . . x 4 ') mit den Ko- 
ordinaten (xt" . . . x 4 ") vertauscht werden können. 

2. Denken wir den Punkt (x') gegeben, so können wir zu 
ihm unendlich viele konjugierte Pole bestimmen; wenn der Punkt 
(x") ein solcher sein soll, so brauchen wir die Koordinaten 
(xi* . . . x 4 ") nur in einer solchen Weise zu wählen, dafs die 
Gleichung (3) befriedigt wird. Zu dem festen Punkte (x) sind 
daher alle Punkte (x) konjugierte Pole, deren Koordinaten der 
Gleichung genügen: 

(4) Uztxxi'xx — 0. 
Diese Gleichung kann auch in der Form geschrieben werden: 
xi SznXi' + x f JSai 8 xi ' + x 8 Hz* s xi ' + x 4 2*n x«' — 0. 
Hier können im allgemeinen die Koefficienten von Xi, x s , 
x 3 , x 4 nicht sämtlich verschwinden. Damit nämlich die vier 
Gleichungen zusammen bestehen können: 

aiix/ + a al x 2 ' + a M x 8 ' + a 41 x 4 ' — 

(5) 

ai4*i' + a«4x a ' + a S 4X 8 ' + a 44 X4' — 0, 
mufs die aus ihren Koefficienten gebildete Determinante ver- 
schwinden. Diesen Fall schliefsen wir vorläufig aus. Dann stellt 
die Gleichung (4) für jedes Wertsystem (x x ' . . . x 4 ') eine Ebene 
dar. Jeder Punkt (x) dieser Ebene, als Punkt (x") betrachtet, 
genügt der Gleichung (3), ist also konjugierter Pol zu dem ge- 
gebenen Punkte (x'). Indem wir diejenigen Flächen (1), in deren 
Gleichung die Koefficienten die Eigenschaft haben, dafs ihre 
Determinanten von null verschieden sind, als eigentliche Flä- 
chen zweiter Ordnung bezeichnen, ergiebt sich aus der vor- 
stehenden Entwicklung der Satz: 

Alle Punkte, welche in Bezug auf eine eigentliche 
Fläche zweiter Ordnung konjugierte Pole zu einem 
gegebenen Punkte sind, liegen in einer festen Ebene, 
der Polarebene des Punktes. 

3. Wir wollen jetzt nachweisen, dafs unter der gemachten 
Annahme auch umgekehrt jede Ebene als Polarebene betrachtet 
werden kann. Soll nämlich die Ebene 
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(6) C,Xi + C 2 x 2 + C 8 x 3 + C 4 x 4 = 

die Polarebene des Punktes (x') sein, so dürfen sich die Koeffi- 
cienten von xi, x 2 , x 8 , x 4 in den Gleichungen (4) und (6) nur 
um einen gemeinschaftlichen Faktor unterscheiden. Es mufs 
daher sein: 

+ a 12 x 2 ' + a 13 x 3 ' + a 14 x/ — qci 
+ a 22 x 2 ' + a 23 x s ' + a 24 x 4 ' -■ P c 2 
+ a 32 x 2 ' + a 38 x 3 ' + a 34 x 4 ' — pc 3 
+ a 42 x 2 ' + a 48 x 8 ' + a 44 x 4 ' = pc 4 . 

Da wir ausdrücklich angenommen haben, dafs die Deter- 
minante 

1 
an a, 2 . a J4 



(7) 



anXi 
a 2 iX! 
a 3 iXi 
a 4 iXj 



a 4 i a 45Ä . a 44 

von null verschieden ist, so lassen sich nach beliebiger Wahl von 
Q, Q, c 2 , c 3 , c 4 die Werte von X! ', x 2 ', x 8 ', x 4 ' berechnen. Unter 
der gemachten Annahme hat jeder Punkt als Pol eine bestimmte 
Polarebene i$nd jede Ebene einen bestimmten Pol. 

4. Zu dem Punkte 1 sei die Ebene I und zu dem Punkte 2 
die Ebene II die Polarebene. Dann ist jeder Punkt der Schnitt- 
linie von I und II konjugierter Pol sowohl zum Punkte 1 wie 
zum Punkte 2. Die Polarebene zu irgend einem Punkte der 
Geraden (I II) mufs also diese beiden Punkte und somit auch ihre 
Verbindungslinie enthalten; bewegt sich ein Punkt auf der Schnitt- 
linie (III), so dreht sich seine Polarebene um die Verbindungs- 
linie der Punkte 1 und 2. Daher ist jeder Punkt der Geraden 
(III) konjugierter Pol zu jedem Punkte der Geraden (12); die 
Polarebene zu irgend einem Punkte der Geraden (12) mufs somit 
auch durch die Gerade (III) hindurchgehen. Wir nennen zwei 
solche Linien konjugierte oder reciproke Polare von ein- 
ander und können den Satz aussprechen: 

Die Gerade, in welcher sich die Polarebenen zweier 
Punkte schneiden, ist die reciproke Polare zu der Ver- 
bindungslinie der gegebenen Punkte. Die Polarebenen 
zu den Punkten der ersten Geraden gehen durch die 
zweite, und die Polarebenen zu den Punkten der zwei- 
ten gehen durch die erste Gerade hindurch. Bewegt 
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sich ein Punkt auf der einen von zwei konjugierten 
Polaren, so dreht sich seine Polarebene jedesmal um 
die andere Gerade; dreht sich eine Ebene um die eine 
dieser beiden Linien, so bewegt sich der Pol auf der 
anderen. 

5. Sind I, II, III der Reihe nach die Polarebenen von drei 
nicht in gerader Linie liegenden Punkten 1, 2, 3, so ist der 
Schnittpunkt der drei Ebenen gemeinschaftlicher Pol der drei 
Punkte 1, 2, 3; die Polarebene des Schnittpunktes mufs die drei 
gegebenen Punkte enthalten, somit diejenige Ebene sein, welche 
durch die drei Punkte hindurchgeht. Hiernach ist aber auch der 
Schnittpunkt der Ebenen I, II, III konjugierter Pol zu jedem 
Punkte der Ebene (1, 2, 3); die Polarebene zu jedem solchen 
Punkte geht also durch den Schnittpunkt hindurch. Wenn sich 
jetzt ein Punkt auf der Ebene (1, 2, 3) bewegt, so dreht sich die 
Polarebene um den Schnittpunkt der Ebenen I, II, III, und wenn 
umgekehrt eine Ebene um einen festen Punkt gedreht wird, so 
bewegt sich ihr Pol auf einer festen Ebene, der Polarebene des 
Punktes. 

Bewegt sich ein Punkt auf einer Ebene, so dreht 
sich seine Polarebene um einen festen Punkt, den Pol 
der Ebene, und umgekehrt. 

6. . Die letzten Sätze, welche soeben rein begrifflich hergeleitet 
sind, lassen sich auch leicht durch Rechnung erweisen. Die Polar- 
ebene des Punktes (x') hat die Gleichung: 2&i X Xi' xx = 0; ebenso 
ist die Polarebene des Punktes (x") durch die Gleichung: 
^a/xXt ,/ xx=0 und die des Punktes (x'+Ax"J durch die Gleichung: 

(8) 2:a t x(x/ + ^x/ , )xx=0 
bestimmt. Die letzte Gleichung kann man aber auch schreiben: 

-EaixXt'xx + * -2a/ X Xi"xx = 0. 
Ist A = die Gleichung der Polarebene des Punktes (x'), 
B — die der Polarebene des Punktes (x"), so hat die Polarebene 
des Punktes (x' -f- Zx") die Gleichung : A + ^B = 0. 

Es seien (x" + ^x"), (x + A 2 x"), (x + i,x"), (x' + i 4 x") vier 
in der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte liegende 
Punkte; die Polarebenen haben der Reihe nach die Gleichungen: 

A + AjB = 0, B + X 2 B = 0, A + *sB — 0, A + ;t 4 B = 0. 
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Die vier Punkte haben das Doppelverhältnis: 

■ • ■ • 

Xf ^3 1} — Xt 

Dieser Bruch stellt aber auch das Doppelverhältnis der vier 
Ebenen dar. Die Polarebenen zu vier in gerader Linie 
liegenden Punkten haben demnach dasselbe Doppelver- 
hältnis wie die vier Punkte. Konstruieren wir zu allen 
Punkten einer geraden Linie die Polarebenen in Bezug auf eine 
gegebene Fläche zweiter Ordnung, so bilden diese Ebenen einen 
Büschel, welcher der Punktreihe projektiv zugeordnet ist. 

Übungen : 

1) a) Ist O1O2O3O4 das Koordinaten-Tetraeder, und sollen 
die Polarebenen der Punkte Oi und O a in Bezug auf die Fläche 
(1) durch die Kante O3O4 hindurchgehen, so mufs sein 

ais = a 14 = a 28 =« a 24 — 0. 

b) Man zeige, dafs für a 13 = ai 4 = a 23 = a 24 =» die Polar- 
ebene eines jeden Punktes der Kante O1O2 durch 3 4 und 
die Polarebene eines jeden Punktes von 3 4 durch Oi0 2 hin- 
durchgeht. 

c) Welches ist unter der in b) gemachten Annahme die 
Polarebene des Punktes (/i, v y 0, 0) und welches die Polarebene 
des Punktes (0, 0, q, g)? 

2) Wenn die Punkte (1, 0, 0, 0) und (0, 1, 0, 0) konjugierte 
Pole für die Fläche (1) sein sollen, so mufs a 12 «0 sein. Wie 
lautet die entsprechende Bedingung dafür, dafs irgend zwei an- 
dere Eckpunkte des Koordinaten-Tetraeders konjugierte Pole sind? 

3) a) Welche Bedingungen müssen die Koefficienten der 
Gleichung (1) erfüllen, damit die Ebene 2 3 4 die Polarebene 
des Punktes Oi ist? 

b) Man zeige, dafs jetzt auch die Polarebene zu jedem Punkte 
(0, x 2 ', x 3 ', x 4 ') der Ebene 2 3 4 durch den Punkt Oi geht. 

4) a) Der Punkt O t soll die Ebene -Em^xx^^O, der Punkt 
2 die Ebene -S , m 2 xXx a «0, der Punkt O s die Ebene -2m 3 xXx=0 
und der Punkt 4 die Ebene <2?m 4 * x* = zur Polarebene in 
Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung haben. Welche Be- 
ziehungen müssen zwischen den Koefficienten dieser vier Ebenen 
bestehen? Wieviel Bedingungen erhalten wir hierfür? Sind diese 
von einander unabhängig? 
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b) Können drei beliebige Ebenen Polarebenen zu drei will- 
kürlich gewählten Punkten in Bezug auf eine Fläche zweiter 
Ordnung sein, oder mufs eine Bedingung dafür bestehen, dafs 
der Punkt (x) die Polarebene (u'), der Punkt (x") die Polarebene 
(u") und der Punkt (x*) die Polarebene (u") hat? 

5) a) Zu einem beliebigen Punkte der Ebene Of0 3 4 suche 
man die Polarebene in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung 
und die Polare in Bezug auf die Schnittlinie der Fläche mit dieser 
Ebene. Welche Lage hat die Polare der Polarebene gegenüber? 

b) Man leite hieraus einen allgemeinen Satz her. 

c) Man beweise diesen Satz aus dem Begriffe der Polare und 
der Polarebene. 

6) a) Man bringe die in 4) und 5) gefundenen Bedingungen 
in Beziehung zu einander. 

b) Wieviel Bedingungsgleichungen müssen zwischen den 
Koefficienten der Gleichung (1) bestehen, damit die Ebene (u') 
die Polarebene des Punktes (x') wird? 

7) a) Wenn f (Xi . . . X4) eine homogene Funktion zweiten 
Grades in x t , x s , x s , x 4 ist und wenn gesetzt wird 

flf (Xj . . . X 4 ) r ( v Öi (Xi . . . X 4 ) r, ( n 

d^" = (Xl) • " • — ** c 4)> 

so ist 

xif (xi) + x,f (x 2 ) + x 3 f (x 8 ) + x 4 f (x 4 ) - 2f (x). 

b) Wenn (xi . . . X4) und (yi . . . y 4 ) zwei beliebige Wert- 
systeme und f (x) homogen vom zweiten Grade ist, so ist 

2;x*f'(y £ )=-SyJ'(x,). 
Für f (x) = ÜZixXiXx wird jeder der beiden Ausdrücke gleich 
SzixXiyx. 

c) Damit die Gleichung f (x x . . . x 4 ) — eine eigentliche 
Fläche zweiter Ordnung darstellt, müssen die vier linearen Formen 
f (xi ), f (x 2 ), f ' (x 3 ), f (x 4 ) von einander unabhängig sein; es darf 
daher nicht möglich sein, vier Konstante c l9 c*, c 3 , c 4 so zu 
bestimmen, dafs die Gleichung 

C| f ( Xl ) + c,f f (x,) + c,f (x s ) + c 4 f ' (x 4 ) — 
für alle Wertsysteme Xi ...x 4 befriedigt wird. 

d} Unter derselben Bedingung müssen die vier Ebenen 
f (x,) — 0, f'(x,) — 0, f'(x 3 ) — 0, f (x 4 ) — ein Tetraeder be- 
grenzen. 
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e) Die Polarebene des Punktes (x) in Bezug auf die Fläche 
f (xj . . . x 4 ) =- kann in den beiden Formen geschrieben werden: 

xif (xx') + x 2 f (x/) + x 8 f (x 3 ') + x 4 f (x 4 ') - 
und 

Xl 'f ( Xl ) + x,'f (x*) + x 3 f (x 8 ) + x 4 'f (x 4 ) = 0. 

f) Speciell hat der Punkt (1, 0, 0, 0) die Polarebene f (x t ) — 0, 
der Punkt (0, 1, 0, 0) die Polar ebene f (x<) = u. s. w. 

g) Soll die Ebene (u') den Pol (x') haben, so müssen die 
Gleichungen bestehen: 

Ui' : u 2 ' : u 3 ' : u 4 ' — f (x x ') : f (x 2 ') : f (x 3 ') : f (x 4 '). 

§ 13. 

Die Tangentialebenen der Flächen zweiter Ordnung. 

1. Wie wir gesehen haben, ergeben sich die Punkte, welche 
die Verbindungslinie der Punkte (x) und (x") mit der Fläche 

(1) 2;a,*XiX*=» 
gemeinschaftlich hat, aus der Gleichung 

(2) cö 2 2J2i lx x t " x/ + 2a> 2*t X xc ' x x " + JSa^xt ' x x ' — 0. 
Wenn die Gleichung befriedigt wird: 

(3) SZlxXiXx = 0, 

wenn also der Punkt (x') der Fläche angehört, so hat die linke 
Seite der Gleichung (2) den Faktor co. Tritt jetzt noch die 
weitere Bedingung hinzu: 

(4) SnixXi'xx" — 0,' 
so geht die Gleichung (2) über die 

co s SaixXi "xx = 0. 

Wofern der Punkt (x) nicht ebenfalls der Fläche angehört, 
ist die Gleichung (4) die Bedingung dafür, dafs die Gleichung (2) 
nur die eine Wurzel co = hat, oder dafs die Verbindungslinie 
des auf der Fläche liegenden Punktes (x'j mit dem Punkte (x v ) 
nur den Punkt (x) mit der Fläche gemeinschaftlich hat, sie im 
Punkte (x') berührt. 

Für einen der Fläche angehörenden Punkt (x') giebt also die 
Gleichung (4) die Bedingung dafür an, dafs der Punkt (x) auf 
einer Geraden liegt, von welcher die Fläche (1) im Punkte (x') 
berührt wird. Da die Gleichung (4) auch befriedigt wird, wenn 
die Verbindungslinie der Punkte (x') und (x) ganz auf der Fläche 
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liegt, müssen wir die auf der Fläche liegenden Geraden auch zu 
ihren Tangenten rechnen. 

2. Indem wir den Punkt (x r ) als gegeben, den Punkt (x") 
als veränderlich ansehen, stellt die Gleichung (4) die Bedingung 
dar, dafs der Punkt (x") auf einer im Punkte fx') der Fläche (1) 
an sie gelegten Tangente liegt. Die Gleichung 

( 5) 2&ix Xt'xx = 0, 
die auch in der Form geschrieben werden kann: 

Xi ÜZixXx + x 2 UzzxXx + x 3 27a 8 xXx' -|- x 4 2?a 4 xXx' = 0, 
stellt eine Ebene dar. Wir können daher sagen : Alle Tangenten, 
die in einem gegebenen Punkte an eine Fläche zweiter Ordnung 
gelegt werden können, liegen in einer festen Ebene, der Tan- 
gentialebene des Punktes; die Gleichung der Tangentialebene 
des Punktes (x) an die Fläche (1) hat die Form (5). 

3. Durch einen gegebenen Punkt 1 ziehen wir Sekanten an 
die Fläche zweiter Ordnung und lassen die zugehörige Sehne 
immer kleiner werden; dann rückt auch der dem Punkte 1 in 
Bezug auf die Schnittpunkte zugeordnete vierte harmonische Punkt 
immer näher an die Schnittpunkte heran. Geht also vom Punkte 1 
eine Tangente der Fläche aus, so fällt der auf der Tangente 
liegende Pol des gegebenen Punktes mit dem Berührungspunkte 
zusammen. 

Sollen umgekehrt die Punkte a und ß harmonisch liegen zu 
den Punkten y und 6, welche ihre Verbindungslinie mit der 
Fläche gemein hat, und soll der Punkt ß mit dem Punkte 6 zu- 
sammenfallen, ohne dafs a der Fläche angehört, so mufs auch y 
mit 6 zusammenfallen. Wenn daher von zwei konjugierten Polen 
einer Fläche zweiter Ordnung der eine der Fläche angehört, so 
mufs der andere auf einer Tangente liegen, die von dem ersten 
Punkte ausgeht. Zu einem Punkte der Fläche sind also alle die- 
jenigen Punkte konjugierte Pole, welche auf einer die Fläche in 
dem gegebenen Punkte berührenden Geraden liegen. Die Polar- 
ebene eines Punktes der Fläche fällt mit ihrer Tangen- 
tialebene zusammen. 

4. Hiernach geht die Polarebene zu einem Punkte der Fläche 
durch ihren Pol hindurch. Umgekehrt liegt jeder Punkt, der 
seiner Polarebene angehört, auf der Fläche. Die Gleichung 
UäixXiXx' = stellt die Polarebene des Punktes (x) dar; soll der 
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Punkt (x') in dieser Ebene liegen, so mufs die Gleichung auch 
erfüllt werden, wenn man in ihr (xi . . . x 4 ) durch (x/ . . . x 4 ') 
ersetzt. Dadurch geht die Gleichung über in JS^ixXi'xx — 0, 
und daraus folgt, dafs der Punkt (x) der Fläche angehört. 

5. Wir suchen die Kurve, welche die Tangentialebene der 
Fläche im Punkte (x') mit ihr gemeinschaftlich hat. Zu dem Ende 
nehmen wir auf der Tangentialebene noch zwei beliebige Punkte 
(x") und (x w ) an und stellen die Koordinaten der übrigen Punkte 
dieser Ebene in der Form dar: 

xi — 2iXi' + X 2 x x " + X s x x m 



X4 = /1X4 -{- A2X4 -|- A3X4 . 

Die Gleichung' der Schnittlinie erhalten wir, indem wir diese 
Werte für X! . . . x 4 in die Gleichung (1) einsetzen. In den 
ebenen Koordinaten X ly X 2y X$ wird demnach die Gleichung dieser 
Kurve : 

X{ ^a^x/x*' + X\ 2a lx x t "xx" + X\ Ia«xi w x/ 

+ 2X,X 2 Uzixxi'xx" + 2X X X S Uztxxi'xx" 

+ 2X,Xs 22l 1 xx l "xx" = 0. 

Weil aber der Punkt (x) auf der Fläche liegt und die Punkte 
{x') und (x'") der Tangentialebene angehören, so mufs sein: 

(6) 2&IX xi ' xx = 0, 2zix xi ' xx" = 0, Uzix x t ' x x "' — 0. 

Die Gleichung der Schnittlinie hat also die Form: 

(7) c,2 j + 2c 23 ^3 + c 33 ^l — 0; 
sie stellt ein reelles oder imaginäres Linienpaar dar, dessen sin- 
gulärer Punkt der Punkt X 2 = X H == oder der Punkt (x') ist. 

Wenn umgekehrt eine Ebene mit der Fläche ein Linienpaar 
gemein hat, so wählt man den singulären Punkt als Punkt (x'), 
nimmt noch zwei beliebige andere Punkte (x") und (x'") hinzu 
und drückt die Koordinaten der Punkte der Ebene in der ange- 
gebenen Weise vermittelst der Gröfsen X iy X 2 , X$ aus. Da der 
Punkt (x) oder der Punkt (X 2 = A» = 0) der singulare Punkt des 
Linienpaares sein soll, so mufs die Schnittlinie die Gleichung (7) 
haben. Demnach sind die Gleichungen (6) erfüllt oder die Punkte 
(x") und (x'") liegen auf der Tangentialebene des Punktes (x). 

Jede Tangentialebene an eine Fläche zweiter Ord- 
nung hat mit ihr ein Linienpaar gemeinschaftlich, und 
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umgekehrt berührt eine Ebene die Fläche, sobald die 
Schnittlinie in ein Linienpaar übergeht. 

6. Wenn ein Punkt sich auf einer Ebene bewegt, so dreht 
sich, wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, seine Polar- 
ebene um den Pol der Ebene. Beschränken wir die Beweglich- 
keit so, dafs der Punkt stets auf der Schnittlinie der Ebene mit 
der Fläche verbleibt, so bleibt die Polarebene eine Tangential- 
ebene; daher gehen die Tangentialebenen zu allen Punkten, in 
denen die Fläche von einer Ebene geschnitten wird, durch einen 
festen Punkt, den Pol der Ebene. 

Umgekehrt liegen die Pole zu allen Ebenen, die durch einen 
festen Punkt gehen, in der Polarebene des Punktes. Speciell sind 
die Berührungspunkte für die durch einen festen Punkt gehenden 
Tangentialebenen die Schnittpunkte seiner Polarebene mit der 
Fläche. 

Hiernach ergiebt sich der Satz: 

Die Tangentialebenen, von denen die Fläche zweiter 
Ordnung in den Punkten eines Kegelschnitts berührt 
wird, gehen durch einen festen Punkt, den Pol der 
Ebene des Kegelschnitts, und alle durch einen festen 
Punkt gehenden Tangentialebenen berühren die Fläche 
längs der Schnittlinie mit seiner Polarebene. 

7. Wie jeder Punkt jt auf einer im Punkte a die Fläche 
berührenden Geraden Pol zum Berührungspunkte a ist, so ist 
umgekehrt der Berührungspunkt a einer jeden vom Punkte jt 
ausgehenden Tangente Pol zum Punkte jt. Daher liegen die 
Berührungspunkte aller dieser Tangenten in der Polarebene des 
Punktes ji\ sie gehören einem Kegelschnitte an, nämlich der 
Schnittlinie der Fläche minder Polarebene des Punktes. Demnach 
sind alle vom Punkte n ausgehenden Tangenten Erzeugende eines 
Kegels zweiter Ordnung, welcher den Punkt zum Scheitel und 
den angegebenen Kegelschnitt zur Leitlinie hat. 

Derjenige Kegel, welcher alle von einem festen Punkte aus- 
gehenden Tangenten einer Fläche zu Erzeugenden hat, heifst 
der Tangentialkegel des Punktes. Wir haben somit den 
Satz gefunden: 

Der Tangentialkegel eines Punktes für eine Fläche 
zweiter Ordnung ist ein Kegel zweiter Ordnung, welcher 



96 § 13. Die Tangentialebenen der Flächen zweiter Ordnung. 

die Schnittlinie der Fläche mit der Polarebene des 
Punktes zur Leitlinie hat. 

8. In Bezug auf die gegenseitige Lage von zwei reciproken 
Polaren sind drei Fälle möglich: 

a) zwei solche Linien fallen zusammen, 

b) sie schneiden einander, 

c) sie haben keinen Punkt gemein, liegen also windschief zu 
einander. 

Soll eine Gerade mit ihrer reciproken Polaren zusammen- 
fallen, so mufs jeder ihrer Punkte in seiner Polarebene liegen; 
die Gerade mufs also der Fläche angehören. Umgekehrt ist jede 
auf der Fläche liegende Gerade ihre eigene Polare. Bewegt sich 
ein Punkt auf einer solchen Geraden, so dreht sich die Polarebene 
um die Gerade, und umgekehrt. 

Wenn zwei reciproke Polaren einen Punkt gemeinschaftlich 
haben, so ist dieser Punkt konjugierter Pol zu den Punkten der 
beiden Geraden; also berührt die durch die beiden Geraden ge- 
legte Ebene die Fläche in dem Schnittpunkte der beiden Geraden. 
Damit eine Gerade ihre reciproke Polare schneidet, mufs sie eine 
Tangente der Fläche sein. 

9. Wir gehen jetzt dazu über, zwei reciproke Polare g und 
g' zu betrachten, welche windschief zu einander liegen. Die 
Polarebenen zu den Punkten von g gehen durch g', und die Pole 
zu allen durch g gelegten Ebenen liegen in g'. Soll eine durch 
g gelegte Ebene Tangentialebene sein, so mufs ihr Berührungs- 
punkt auf g' liegen, und umgekehrt geht jede Ebene, von welcher 
die Fläche in einem Schnittpunkte mit der Geraden g' berührt 
wird, durch g hindurch. Da nach unserer Annahme die Geraden 
g und g' weder ganz der Fläche angehören, noch dieselbe be- 
rühren, so schneidet jede von ihnen die Fläche in zwei reellen 
oder imaginären Punkten; demnach gehen auch durch jede der 
beiden Geraden zwei Tangentialebenen hindurch. Nun können 
wir eine der beiden Geraden ganz willkürlich wählen; wir erhalten 
also den Satz: 

Durch jede Gerade des Raumes gehen im allgemeinen 
zwei Tangentialebenen der Fläche; durch eine Tangente 
läfst sich nur eine Tangentialebene legen, dagegen wird 
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die Fläche von jeder Ebene berührt, welche durch eine 
ganz in ihr gelegene Gerade hindurchgeht. 

10. Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn wir die 
Bedingung aufsuchen, unter der eine durch ihre Koordinaten ge- 
gebene Ebene Tangentialebene an die Fläche (1) ist. Diejenige 
Ebene, durch welche die Fläche im Punkte (x x ' . . . x 4 ') berührt 
wird, hat die Gleichung: 

xi (anxt' + a 18 x 8 ' + a ls x 8 ' + a 14 x 4 ') 

-f x 2 (asix/ -f a 22 x»' -f a 28 x 3 ' + a 24 x 4 ') 
+ x 8 (a^x^ + a 82 x 8 ' + a 88 x 8 ' + a 84 x 4 ') 
+ x 4 (a 41 X!' + a 42 x 2 ' + a 4S x 8 ' + a 44 x 4 ') = 0. 

Die Koordinaten Ui, u 2 , u 8 , u 4 dieser Ebene müssen den 
Koefficienten der Gleichung proportional sein; es müssen daher 
die Gleichungen bestehen: 

a n x i' + a i2 x *' + a is x 3' + a i4 x 4' — Q u i 

(Q\ a 21 X l "l a 22 X « i a »8 X S l" a 24 X 4 ssa Q U 2 
a 31 X l "l a 82 X 2 l a 83 X 8 "i a 84 X 4 mm Q U $ 
a 4 1 X l "T a 4 2 X 2 "T a 4 8 X 3 I a 4 4 X 4 S= ™ Q U i* 

Wenn die Determinante 



(9) A 



an . . . ai 4 



a 4 i a 44 

von null verschieden ist, so ergeben sich aus der vorstehenden 
Gleichung die folgenden: 

A Xl ' — q (A^Uj + A 21 u 2 + A sl u s + A 41 u 4 ) 

(10) Ax,# = 9 ^ A i 2U i + A »* u * + A32U8 + A 4« u 4) 
Ax 8 * — q (A^Ui + A 28 u 2 + A33U3 + A 4S u 4 ) 

Ax 4 ' — q (A 14 u t + A 24 u 2 + A 34 u 3 + A 44 u 4 ), 

wo jedesmal A iX gleich ist dem Koefficienten von a** in der 
Determinante A. Zugleich ist Kix = A**. 

Nun liegt der Punkt (x) als Berührungspunkt in der Ebene 
(u), also besteht die Gleichung: 

(11) u^' + u 2 x 2 ' + u 8 x 3 ' + u 4 x 4 ' — 0. 

Wenn wir also die Gleichungen (10) der Reihe nach mit 
Ui, u 2 , u 8 , u 4 multiplizieren und die Produkte addieren, so ver- 
schwindet die linke Seite; man erhält also die Gleichung: 

Kl Hin g, Lehrbach der analyt. Geometrie. IL 7 
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(12) u x (A llUl + A 21 u 2 + A 31 u 3 + A 41 u 4 ) 

+ U 2 ( A 12 U 1 + A 22 U 2 + A 32 U 3 + A 42 U 4 ) 
+ U 3 ( A 13 U 1 + A 23 U 2 + A 33 U 3 + A 48 U J 

+ u 4 ( A i4 u i + A 24 u 2 + A 34 u 3 -f A 44 u 4 ) = 
oder 

(13) A llU ?+A 22 ul + A 33 uf+A 44 uf 

+ 2A 12 U 1 U 2 + 2A 18 U 1 U 3 + 2A 14 U 1 U 4 

+ 2A 23 u 2 u 3 + 2A 24 u 2 u 4 + 2A 34 u 3 u 4 = 
oder kurz 

(14) -2Ai*mu* = 0. 
Ist die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung in 
Punktkoordinaten 

I Zix Xi Xx — 0, 

und ist die Determinante ihrer Koefficienten von null 
verschieden, so ist die Gleichung der Fläche in Ebenen- 
koordinaten 

I Am ui ux = 0, 
wo jeder Koefficient A iX die zu a <x gehörende Unter- 
determinante ist. 

11. Dieser Satz kann erst dann als vollständig erwiesen 
gelten, nachdem gezeigt ist, dafs jede Ebene, deren Koordinaten 
der Gleichung (14) genügen, eine Tangentialebene der Fläche (1) 
ist. Davon überzeugt man sich durch folgende Erwägung. Aus 
den gegebenen Werten (Ui . . . u 4 ) kann man vermittelst der 
Gleichungen (10) die Verhältnisse x/ : x 2 ' : x 8 ' : x 4 ' berechnen; 
diese Gleichungen kommen aber auf die Gleichungen (8) hinaus; 
folglich ist der Punkt (x') der Pol der Ebene (u). Jetzt schreibe 
man die Gleichung (14) in der Form (12) und ersetze die ein- 
zelnen Klammerausdrücke durch — — , — — , — -, — -: dadurch 

Q Q Q Q 

geht diese Gleichung in die Gleichung (11) über, welche besagt, 
dafs der Punkt (x') in seiner Polarebene und somit (nach 6.) in 
der Fläche liegt. 

12. Um die Gleichung der Fläche (1) in Ebenenkoordinaten 
darzustellen, können wir auch folgenden Weg einschlagen. Mit 
den Gleichungen (8) stellen wir die Gleichung (11) zusammen. 
Dadurch erhalten wir fünf homogen lineare Gleichungen mit den 
Unbekannten x^, x 2 ', x 3 ', x 4 ', und — p. Diese können nur dann 
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mit einander bestehen, wenn die aus ihren Koefficienten gebildete 
Determinante gleich null ist. Demnach erscheint die Beziehung 
zwischen den Koordinaten einer Tangentialebene (d. h. mit andern 
Worten, die Gleichung der Fläche in Ebenenkoordinaten) .in der 
Form: 



(15) 



11 



21 
31 



4 1 



12 



22 

'32 

4 2 



13 



28 



33 



14 



24 
34 



4 3 



•4 4 



U 



U 



U 



U 



U 
U, 





0. 



1 «2 "3 "4 

Man überzeugt sich leicht, dafs diese Gleichung mit (13) 
identisch ist. 

13. Man sagt, eine Fläche sei von der nten Klasse, 
wenn die Bestimmung der durch eine beliebige Gerade gehenden 
Tangentialebenen auf eine Gleichung nten Grades führt. Sind 
(u) und (u") zwei beliebige Ebenen, so findet man die Koordi- 
naten der durch ihre Schnittlinie an die Fläche (14) gelegten 
Tangentialebenen, indem man in der Gleichung (14) die Koordi- 
naten Ui, u a , u 3 , u 4 der Reihe nach durch Ui ' -f- coui ', u 2 ' + rouj", 
Us' + g>u 3 ", u 4 ' + ö> u 4 // ersetzt. Dadurch geht diese Gleichung 
über in: 

eo» 2 At X u* " u x '' + 2a> 2A lx u t ' u*" + 2 A iX u 4 ' u*' — 0. 

Da diese Gleichung in <o vom zweiten Grade ist, lassen sich 
im allgemeinen durch eine Gerade zwei Tangentialebenen an die 
gegebene Fläche legen. Dies Resultat, welches wir in 9. auf 
einem andern Wege gefunden haben, drücken wir jetzt in fol- 
gender Weise aus: 

Jede eigentliche Fläche zweiter Ordnung ist auch 
von der zweiten Klasse. 

Übungen: 

1) Man stelle für die folgenden Flächen die Gleichung der 
Tangentialebene in jedem der angegebenen Punkte auf: 

a) an die Fläche xf+x|+ x i — xj — in den Punkten 
(1, 0, 0, 1), (1, 0, 0, - 1), (1, 2, 2, 3), (1, - 2, 2, - 3); 

b) an die Fläche x^ + x| — x§ — xj = in den Punkten 
(1, 0, 0, 1), (1, 0, - 1, 0), (1, 1, 1, 1), (1, 2, - 2, 1); 

c) an die Fläche X!X 2 — x 3 x 4 = in den Punkten (1, 0, 0, 0), 
(0,0,1,0), (1,1,1,1), (1, -1,-1,1). 



7* 
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Man gebe in den einzelnen Fällen die Kurve »an, welche die 
Tangentialebene mit der Fläche gemeinschaftlich hat. 

2) Man gebe die Gleichung des Tangentialkegels an, welcher 
an die folgenden Flächen von je einem Eckpunkte des Koordi- 
naten-Tetraeders gelegt werden kann: 

a) an die Fläche xf -f- x| -|- x| — xf — 0, 

b) an die Fläche xf -}- x| — x* — xf — 0, 

c) an die Fläche 

X l + X ! + 2x i X 3 — 4X 2 X 3 — X 3 + 6x 3 X 4 +*f =0. 

d) an die Fläche 

xf + 4x x x, + 2x| — x| — 6x 8 x 4 — 4xf — 0. 

3) Man bestimme die reciproken Polaren der Kanten des 
Koordinaten-Tetraeders für die unter 2) angegebenen Flächen. 

4) Man gebe die Tangentialebenen an eine der unter 2) mit- 
geteilten Flächen an, welche durch je eine Kante des Koordinaten- 
Tetraeders gehen. 

5) Man stelle die in 2) -angegebenen Flächen in den zuge- 
hörigen Ebenenkoordinaten dar, sowie die Flächen: 

a i x l I a 2 X 2 T a 3 X 3 i~ a 4 X 4 ==S ^> 
a j x l "T a 2 X 2 "T ^ a 3 X l X 3 ==S 0> 
a i 2 X 1 X 2 I a 34 X 3 X 4 =S ^' 

6) Gehören alle Punkte einer geraden Linie einer Fläche 
zweiter Ordnung an, so gehen auch die Tangentialebenen, die 
in den Punkten der Geraden berühren, durch diese Linie hindurch. 

7) Wenn die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung in 
der Form f (x x . . . x 4 ) = gegeben ist, so ist die Gleichung der 
Tangentialebene der Fläche im Punkte (x): 

Xl f (xD + x,f (x,') + x 3 f (x 3 ') + x 4? (x 4 ) - 
oder 

Xl 'f ( Xl ) + x 2 T (x 2 ) + x 3 'f (x 3 ) + x 4 T (x 4 ) = 0. 

8) Die Tangentialebenen einer eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung in den Punkten (g), {?i)> (£), (&) haben nur dann einen 
Punkt gemeinschaftlich, wenn die vier Berührungspunkte in einer 
Ebene liegen. 

Aus welchem Satze des Textes folgt unmittelbar die Richtig- 
keit dieser Behauptung? Ein zweiter Beweis ergiebt sich aus der 
zweiten in Übung 7) angegebenen Form der Gleichung der Tan- 
gentialebene. Einen dritten Beweis stütze man auf folgende 
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Erwägung unter Benutzung der ersten Form: Damit die Tangential- 
ebenen durch einen Punkt gehen, mufs die Determinante 

f (61) • • • f (64) 
f fo) . . . f (jj 4 ) 

f'(Si) . . . f (W 

f (*t). . . f(* 4 ) 

verschwinden; diese ist aber das Produkt aus der nicht ver- 
schwindenden Determinante A in die aus den Koordinaten der 
vier Punkte gebildete Determinante. 

§ 14. 

Polartetraeder einer Fläche zweiter Ordnung. 

1. Wir legen unserer Untersuchung wieder eine eigentliche 
Fläche zweiter Ordnung zu Grunde und denken ihre Gleichung 
wieder in der Form (1) § 13 gegeben. Die aus den Koefficienten 
dieser Gleichung gebildete Determinante soll also von null ver- 
schieden sein. Wenn ein Punkt 1 der Fläche nicht angehört, so 
geht seine Polarebene nicht durch ihn hindurch; auch kann diese 
Ebene nicht ganz der Fläche angehören. Sobald man daher den 
Punkt 2 in dieser Ebene I so wählt, dafs er nicht der Schnitt- 
linie angehört, geht seine Polarebene II durch den Punkt 1, aber 
nicht durch den Punkt 2 hindurch. Auch ist die Schnittlinie der 
Ebenfen I und II nicht ihre eigene Polare, kann also (nach 
§ 13, 8) nicht ganz in der Fläche liegen. Man wählt in dieser 
Geraden einen Punkt 3 so, dafs er der Fläche nicht angehört; 
die Polarebene III von 3 geht durch die Punkte 1 und 2, aber 
nicht durch den Punkt 3 hindurch. Der Schnittpunkt 4 der 
Ebenen I, II, III liegt nicht in der die drei Punkte 1, 2, 3 ver- 
bindenden Ebene IV. Da er aber zu den Punkten 1, 2, 3 kon- 
jugierter Pol ist, so ist die Ebene IV die Polarebene des Punktes 4. 
Jetzt liegen 

die Punkte 2, 3, 4 in der Ebene I, 

die Punkte 1, 3, 4 in der Ebene II, 

die Punkte 1, 2, 4 in der Ebene III, 

die Punkte 1, 2, 3 in der Ebene IV. 
Die vier Punkte sind also die Ecken eines Tetraeders, von 
dem jeder Eckpunkt der Pol der durch die drei andern Ecken 
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gelegten Ebene ist. Ein Tetraeder, welches diese Eigenschaft hat, 
heifst ein Polartetraeder der Fläche, auch wohl ein zu sich 
selbst reciprokes Tetraeder. 

2. Einen Eckpunkt des Tetraeders kann man ganz willkürlich 
wählen; nur sind die Punkte der Fläche auszuschliefsen. Der 
zweite Eckpunkt mufs dann auf einer bestimmten Ebene liegen, 
hat aber auf ihr im wesentlichen eine willkürliche Lage. Nach- 
dem die beiden ersten Punkte gewählt sind, kann man den dritten 
Eckpunkt nur noch in einer geraden Linie wählen. Nach der 
Wahl der drei ersten Eckpunkte ist der vierte vollständig bestimmt. 

Die Lage eines Punktes im Räume hängt von drei willkür- 
lichen Gröfsen ab; ebenso wird die Lage eines Punktes in der 
Ebene durch zwei, und die Lage in einer Geraden durch eine 
willkürliche Gröfse bestimmt. Bei der Bestimmung der Lage 
eines Polartetraeders einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung 
kann man über sechs Gröfsen willkürlich verfügen. 

Der in I § 15, 2 (S. 93) getroffenen Festsetzung entsprechend, 
bildet die Gesamtheit der Polartetraeder einer Fläche zweiter 
Ordnung eine sechsfache Unendlichkeit. 

3. Statt von den Eckpunkten dürfen wir auch von den Ebenen 
eines Polartetraeders ausgehen. Wir dürfen die Ebene I will? 
kürlich wählen, wenn wir nur die Tangentialebenen der Fläche 
ausschliefsen. Dann müssen die drei andern Ebenen durch einen 
bestimmten Punkt 1 hindurchgehen. Nachdem wir aber die 
Ebene II beliebig so gewählt haben, dafs sie durch den Punkt 1 
hindurchgeht und die Fläche nicht berührt, mufs die Ebene III 
einem bestimmten Büschel angehören. Nach Annahme der Ebenen 
I, II, III ist die Ebene IV vollständig bestimmt. 

Auch bei dieser Art der Bestimmung überzeugt man sich, 
dafs die Gesamtheit der Polartetraeder eine sechsfache Unend- 
lichkeit bildet. 

4. Wenn ein Polartetraeder zum Koordinatentetraeder ge- 
wählt wird, so nimmt die Gleichung der Fläche eine bemerkens- 
werte Form an. Wie wir früher (§ 11, 4) gesehen haben, bleibt 
die Gleichung auch in den neuen Koordinaten homogen vom 
zweiten Grade. Wenn wir die neuen Koordinaten y l? y 8 , y 3 , y <4 
nennen, so wird die Gleichung: 

2 bix y/ y* = 0. 
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Jetzt sollen die Punkte (1, 0, 0, 0) und (0, 1, 0, 0) konjugierte 
Pole zur Fläche sein; es mufs daher die Gleichung 

2 bix yi ' yx" — 
befriedigt werden, wenn man y^ — 1, y 2 ' — y 8 ' =— y 4 ' = und 
y," — 1, yx" — yi — y 4 " — setzt. Hiernach mufs b l2 = 
sein. Da aber irgend zwei Eckpunkte des Polartetraeders kon- 
jugierte Pole für die Fläche sind, so ist auch 

bis aaBS b 14 — b 23 — b* 4 «- b a4 «- 0. 
Es bleiben nur die vier Koefficienten bn, b 22 , b 88 , b 44 . Von 
diesen darf keiner gleich null sein, weil sonst die Determinante 
aus den Koefficienten verschwindet. Die Gleichung der Fläche 
in den neuen Koordinaten ist also 

(1) b liy ? +b„y!+b„y!+b 44 yf-0. 

5. Wenn umgekehrt in der Gleichung der Fläche nur die 
vier Quadrate der Variabein vorkommen, so bilden die Koordi- 
natenebenen ein Polartetraeder der Fläche. Hat nämlich die Glei- 
chung die Form (1), so ist die Polarebene des Punktes, (1,0, 0, 0) 
die Ebene y x — 0, die des Punktes (0, 1, 0, 0) die Ebene y 2 — 0, 
die des Punktes (0, 0, 1, 0) die Ebene y 8 — und die des Punktes 
(0, 0, 0, 1) die Ebene y 4 — 0. Jeder Eckpunkt des Tetraeders 
hat also die gegenüberliegende Seite zur Polarebene. 

6. Indem wir 

yi VT>7r= Zi, y 2 Vb 2i — z 2 , y s /b 83 — z 3 , y 4 ^b 44 — z 4 
setzen, geht die Gleichung über in 

z? + zl + z§ + zj - 0. 

Demnach ist durch die vorstehende Untersuchung die Auf- 
gabe gelöst: 

Eine homogene quadratische Form -Sa^xX/x« in den vier 
Variabein Xi . . . x 4 als Summe von vier Quadraten darzustellen. 

Man betrachtet diejenige Fläche, deren Gleichung durch das 
Verschwinden der gegebenen Form erhalten wird. Zu dieser 
Fläche sucht man ein beliebiges Polartetraeder und setzt die Glei- 
chung der vier Ebenen dieses Tetraeders der Reihe nach gleich 
yi =0, y 2 — 0, y 3 =0, y 4 — 0. Alsdann kann man vier reelle 
oder imaginäre Konstante mi, m 2 , m 3 , m 4 derartig bestimmeq, 
dafs für 

Zi =— miyi, z 2 = m 2 y 2 , z 3 = m 3 y 3 , z 4 = m 4 y 4 
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die gegebene Form der Summe der Quadrate von z i9 Zf, z 3 , z 4 
identisch gleich wird, dafs also ist: 

ZZixXiXx — z\ + z| + z\ + zf. 

Zugleich erkennt man , dafs die neuen Gröfsen z t . . . z* 
homogen lineare Ausdrücke in Xi . . . x* sind, deren Koefficienten 
noch sechs willkürliche Gröfsen enthalten. 

7. Wenn die unendlichferne Ebene keine Tangentialebene an 
die Fläche ist, so darf ihr Pol der Ebene nicht angehören; er 
mufs also ein eigentlicher Punkt sein. Wir nennen ihn den 
Mittelpunkt der Fläche, weil jede hindurchgehende Sehne, jeder 
Durchmesser der Fläche, in ihm halbiert wird. Die vom 
Mittelpunkte ausgehenden Tangenten der Flächen erzeugen (nach 
§ 13, 6) einen Kegel, den Asymptotenkegel der Fläche. Jede 
Ebene, welche in einem unendlichfernen Punkte die Fläche be- 
rührt, geht durch den Mittelpunkt. 

Jede eigentliche Fläche zweiter Ordnung, die von der un- 
endlichfernen Ebene nicht berührt wird und aus diesem Grunde 
einen Mittelpunkt besitzt, heifst eine Mittelpunktsfläche zweiter 
Ordnung. 

8. Da man jede Ebene, von welcher die Fläche nicht berührt 
wird, als die eine Ebene eines Polartetraeders wählen kann, so 
darf man für eine Mittelpunktsfläche die unendlichferne Ebene 
einem Polartetraeder angehören lassen. Dann fällt der ihr gegen- 
überliegende Eckpunkt mit dem Mittelpunkte zusammen. Das 
Polartetraeder hat in diesem Falle einen eigentlichen und drei 
uneigentliche Eckpunkte, drei eigentliche und eine uneigentliche 
Seiten, drei eigentliche und drei uneigentliche Kanten. Die drei 
eigentlichen Kanten gehen vom Mittelpunkte aus; sie bilden ein 
Tripel konjugierter Durchmesser. Die Ebene, welche durch 
irgend zwei dieser Durchmesser gelegt werden kann, heifst die 
zum dritten Durchmesser konjugierte Durchmesserebene- 

Es giebt dreifach unendlichviele Tripel konjugierter Durch- 
messer. Denn einer der drei Durchmesser kann ganz willkürlich 
gewählt werden, wofern nur die Erzeugenden des Asymptoten- 
kegels ausgeschlossen werden. Dadurch ist die konjugierte Durch- 
messerebene bestimmt; in ihr darf der zweite Durchmesser noch 
beliebig gewählt werden. 
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Indem man drei konjugierte Durchmesser zu Axen eines 
Cartesischen Koordinatensystems nimmt, wird die Gleichung der 
Fläche : 

. (5) «■ + fr» + ja« — 1. 

9. Aus dem Begriff der konjugierten Durchmesser folgen 
unmittelbar die beiden Sätze: 

Alle Sehnen, welche zu einem Durchmesser parallel 
sind, werden durch die konjugierte Durchmesserebene 
halbiert. 

Die Mittelpunkte der Kurven, in denen eine Fläche 
zweiter Ordnung von parallelen Ebenen geschnitten 
wird, liegen auf einem Durchmesser. 

Da jede durch eine Gerade gelegte Ebene ihren Pol in der 
konjugierten Polaren hat, gelten die folgenden Sätze: 

Die Polarebenen zu den auf einem Durchmesser gelegenen 
Punkten sind unter einander und zu der konjugierten Durchmesser- 
ebene parallel. 

Die Ebene, in welcher die Berührungspunkte der von einem 
festen Punkte ausgehenden Tangenten liegen, ist parallel zu der 
Durchmesserebene, welche zu dem nach dem Punkte führenden 
Durchmesser konjugiert ist. 

Der nach der Spitze eines Tangentialkegels führende Durch- 
messer geht durch den Mittelpunkt desjenigen Kegelschnitts, längs 
dessen der Kegel berührt. 

Alle Tangenten, welche einer festen Richtung parallel sind, 
berühren längs der Schnittlinie derjenigen Durchmesserebene, 
welche zu dem in der gegebenen Richtung gezogenen Durch- 
messer konjugiert ist. 

Parallele Tangentialebenen berühren in den Endpunkten des- 
jenigen Durchmessers, welcher konjugiert ist zu der den Tan- 
gentialebenen parallelen Durchmesserebene. 

Die Ebenen derjenigen Kegelschnitte, längs deren die von 
verschiedenen Punkten desselben Durchmessers ausgehenden Tan- 
gentialkegel berühren, sind zur konjugierten Durchmesserebene 
parallel. 

10. Jeder Kegel, dessen Scheitel im Unendlichfernen liegt, 
heifst ein Cylinder. Derselbe entsteht, indem sich eine gerade 
Linie längs einer gegebenen Kurve, der Leitlinie, so bewegt, dafs 
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sie stets einer festen Richtung parallel bleibt. Der Cylinder 
zweiter Ordnung hat eine Kurve zweiter Ordnung zur Leitlinie. 
Aus § 13 ergiebt sich, dafs alle Tangenten an eine Fläche 
zweiter Ordnung, welche zu einer festen Richtung parallel sind, 
als Erzeugende einem Cylinder zweiter Ordnung angehören und 
längs der Schnittlinie mit einer Ebene, der Polarebene des un- 
endlichfernen Scheitels, berühren. Hat die Fläche einen Mittel- 
punkt, so geht diese Ebene durch ihn hindurch, und der zu der 
Ebene konjugierte Durchmesser ist der Kante des Cylinders pa- 
rallel. Man sagt in diesem Falle auch, der Cylinder berühre die 
Fläche. 

Übungen : 

1) Man bestimme Polartetraeder zu folgenden Flächen: 

a) XjX 2 + x 3 x 4 — 0. 

b) xf + 2 Xl x 2 + 2xf + 5x§ + 4x 3 x 4 + xf — 0, 

c) xf +xf — 2x 3 x 4 =0. 

2) a) Wenn zwei Eckpunkte eines Polartetraeders der Fläche 

a x xf + a 2 x| + a 8 x| + a 4 xj = 

auf der Geraden X! =x 2 =0 gewählt sind, wo liegen die beiden 
andern ? 

b) Wenn der eine Eckpunkt ist (0, 0, 1, a), darf man dann 
als zweiten den Punkt (ß, 1, 0, 0) wählen, und welche Punkte 
darf man als dritten und vierten Eckpunkt wählen? 

3) a) Man stelle die allgemeine quadratische Form -2a*xx*xx 
in den Variabein xi . . . x 4 durch vier Quadrate dar. 

(Wenn a a =^ ist, so ist 

JSatxXtx* (auX! + a 12 x 2 + ai 3 x 3 + ai 4 x 4 ) * 

= b 22 x! -f b 33 x§ -f b 44 xj + 2b 23 x 2 x 8 

+ 2b 24 X 2 X 4 + 2b 34 X 3 X 4- 

Ist hier auch b 22 4= 0, so ist die rechte Seite gleich 

i— ( b 22 x 2 + b 28 x 3 + b 24 x 4 ) 2 + c 33 x| + 2c 34 x 3 x 4 + c 44 x| 

u. s. w. Man drücke die Koefficienten b<x, Cix durch die ge- 
gebenen Koefficienten aus.) 
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b) Man führe dieselbe Operation mit der Form 
xf + x 1 x 2 + xf + 3x§ — 8x 3 x 4 + xf 
und mit der Form 

2x» + 3x x x 2 + x| — 2x 2 x s + 2x| — 2x x x 4 + 4x 3 x 4 — x| 
aus. 

4) Man suche für die Fläche 

xf + 2x x x 2 — x t x, — 3x t x 4 + 3x£ — 4x 2 x 8 + 2* 2 x 4 

+ 2xf - 5x 8 x 4 + 4xJ - 
•ein Polartetraeder, von dem ein Eckpunkt in den Eckpunkt 4 , 
«in zweiter in die Kante 3 4 des Koordinaten-Tetraeders fällt. 

5) a) Welches ist die konjugierte Polare zu einem Durch- 
messer einer Fläche zweiter Ordnung? 

b) Wie liegen die Polarebenen zu den Punkten eines Durch- 
messers? 

c) Wenn zwei Punkte eines Durchmessers gleich weit vom 
Mittelpunkte entfernt sind, welche Lage haben ihre Polarebenen 
zu der konjugierten Durchmesserebene? 

6) a) Die Gleichung einer Fläche in Cartesischen Koordi- 
naten sei 

ax> + 0y» + y z' = l; 
man soll die zum Durchmesser x' : y' : z' konjugierte Durch- 
messerebene angeben. 

b) Man bestimme mehrere Tripel von konjugierten Durch- 
messern. 

7) a) Wenn von zwei Durchmessern der erste in der zum 
zweiten konjugierten Durchmesserebene liegt, so gehört auch der 
zweite der dem ersten zugeordneten Durchmesserebene an. Zwei 
solche Durchmesser heifsen konjugierte Durchmesser der Fläche. 

b) Welche Eigenschaft haben zwei konjugierte Durchmesser 
für den Kegelschnitt, welchen ihre Verbindungsebene aus der 
Fläche ausschneidet? 

c) Konjugierte Durchmesser einer Fläche zweiter Ordnung 
sind konjugierte Polare für den Asymptotenkegel der Fläche. 

8) Man gebe die allgemeinen Sätze an, von denen die in 
9. mitgeteilten Lehrsätze nur besondere Fälle sind. 

9) a) Alle Tangenten an eine Fläche zweiter Ordnung, welche 
zu einer festen Richtung parallel sind, liegen auf einem Cylinder 
zweiter Ordnung. 
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b) Die Berührungspunkte aller Tangenten an eine Fläche 
zweiter Ordnung, welche zu einem festen Durchmesser parallel 
sind, liegen in der zu dem Durchmesser konjugierten Durch- 
messerebene. 

c) Durch alle Punkte der Schnittlinie einer Fläche zweiter 
Ordnung mit einer ihrer Durchmesserebenen kann man Tangenten 
an die Fläche legen, welche dem zur Ebene konjugierten Durch- 
messer parallel sind. 

d) Die Tangentialebenen in der Schnittkurve einer Fläche 
zweiter Ordnung mit einer ihrer Durchmesserebenen umhüllen 
einen Cylinder zweiter Ordnung, dessen Kanten parallel sind dem 
zur Ebene konjugierten Durchmesser. 

e) Alle Tangentialebenen an eine Fläche zweiter Ordnung, 
w T elche mit der Schnittlinie von zweien ihrer Tangentialebenen 
keinen (eigentlichen) Punkt gemein haben, berühren in Punkten 
derjenigen Durchmesserebene, welche durch die Berührungspunkte 
der gegebenen Ebenen gelegt werden können. 

10) a) Wenn eine gerade Linie zwei reciproke Polaren einer 
Fläche zweiter Ordnung schneidet, so. liegen die Schnittpunkte 
mit den geraden Linien harmonisch zu den Schnittpunkten mit 
der Fläche. 

b) Jede Sehne, welche durch einen Punkt eines Durchmessers 
parallel zur konjugierten Durchmesserebene gelegt ist, wird in 
dem Punkte halbiert. 

11) a) Wenn zwei gerade Linien g und h einander schneiden, 
so schneiden sich auch diejenigen geraden Linien g' und h', welche 
zu ihnen in Bezug auf eine gegebene Fläche zweiter Ordnung 
konjugierte Polare sind. Zugleich ist der Schnittpunkt der Geraden 
g und h der Pol der durch g und h' gelegten Ebene, und der 
Schnittpunkt der Geraden g' und h' der Pol der Ebene (g, h). 

b) Die reciproke Polare einer Tangente an eine Fläche zweiter 
Ordnung berührt in demselben Punkte, wie die erste Gerade. 

c) Wenn eine gerade Linie sich so bewegt, dafs sie stets 
Tangente an die Schnittkurve einer festen Ebene mit einer ge- 
gebenen Fläche zweiter Ordnung bleibt, so beschreibt ihre kon- 
jugierte Polare einen Kegel zweiter Ordnung, welcher die Fläche 
längs jener Kurve berührt; umgekehrt sind die reciproken Polaren 
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zu den Erzeugenden eines Tangentialkegels der Fläche Tangenten 
an diejenige ebene Kurve, längs deren der Kegel berührt. 

d) Wie ändert sich der in c) aufgestellte Satz, wenn die 
Ebene der ersten Kurve durch den Mittelpunkt der Fläche geht? 

e) Wenn eine Gerade a zwei konjugierte Polare s und s' 
trifft, so begegnet auch die reciproke Polare a' von a denselben 
beiden Geraden. 

(Die Polarebene des Schnittpunktes von a und s geht durch 
die Geraden a' und s'.) 

f) Wenn von einem Tetraeder zwei Paare Gegenkanten 
konjugierte Polare in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung sind, 
so sind auch die Kanten des dritten Paares konjugierte Polare 
und das Tetraeder selbst ist ein Polartetraeder. 

§ 15. 
Der Kegel zweiter Ordnung. 

1. Bisher haben wir angenommen, dafs die vier Gleichungen 
(5) § 12, 2 (S. 87) nicht durch die Koordinaten eines Punktes 
befriedigt werden können. Wir wollen jetzt den Ausnahmefall 
ins Auge fassen und voraussetzen, es gebe einen Punkt (§), für 
den die Gleichungen erfüllt sind: 

anii + a l2 g 2 + a is £ 3 + a 14 g 4 — 

/jx *,!& + a 22 g 2 + a 23 g 3 + a 24 g 4 — 

a 3 igi + a 32 g 2 + a 3 3§s + a 34 g 4 — 

a 4 igi + a 42 & + a 43 g 3 + a 44 g 4 =0. 

Einen solchen Punkt nennen wir einen singulären Punkt 

der Fläche: 

(2) 2 a t * x, x* = 0. 
Wir beschränken uns zunächst auf den Fall, dafs die Glei- 
chungen (1) nur eine einzige Lösung haben oder dafs alle ihnen 
genügenden Wertsysteme aus einem einzigen durch Multiplikation 
mit demselben Faktor erhalten werden; für die Fläche soll also 
nur ein einziger singulärer Punkt existieren. 

2. Da die Gleichung: 

(3) 2z lx xi& = 
auch geschrieben werden kann: 

x t -Ea^gx + x 2 -2a 2 xgx + x 3 -Ta^gx + x 4 J£a 4 xgx — 0, 
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und diese wegen der Gleichungen (1) für alle Wertsysteme (x) 
befriedigt wird, so folgt unmittelbar, dafs zum singulare» 
Punkte der Fläche jeder Punkt des Raumes konjugierter 
Pol ist. 

Die letzte Gleichung wird auch befriedigt, wenn man die 
Koordinaten x t . . . x 4 durch gi . . . g 4 ersetzt; dasselbe darf auch 
in der Gleichung (3) geschehen, oder es besteht die Gleichung: 

«Saixgig* — 0, 

welche aussagt, dafs der singulare Punkt der Fläche angehört. 

Da die Gleichungen (1) nur für den Punkt (g) befriedigt 
werden,, so stellt die Gleichung 

(4) x x 2vl X xXx + x 2 -2a 2 xx*' + x 8 -£a 8 *x*' + x 4 -2a 4 xXx' = 
oder die Gleichung 

(4') -Saixxixx' = 
für jeden vom singulären Punkte verschiedenen Punkt eine Ebene 
dar; jeder Punkt mit alleiniger Ausnahme des singulären 
Punktes hat eine bestimmte Polarebene. 

Der Gleichung (4) genügt man, wenn man darin die Koordi- 
naten (x! . . . x 4 ) durch (& . . . § 4 ) ersetzt, weil man die Gleichung 
auch in der Form 

xi' -£a ix x x + x 2 ' -S'agxXx + x a' -£a 3X Xx + x ±' -£a 4X xx SSBa ° 
schreiben kann und in dieser Gleichung die Koefficienten von 
x t ' . . . x 4 ' nach der angegebenen Vertauschung null werden. 
Somit geht die Polarebene eines jeden Punktes durch 
den singulären Punkt. 

3. Offenbar ist für beliebige Werte von fi und v: 
-2a<x (x £ ' + /igt, ) (xx" + vgx) = 

Hier verschwinden die Koefficienten von ^/, v und von pr. 
Sobald also 

(5) ^aurxi'x«" — 
ist, mufs auch 

(6) £** (x< ' + fi& ) (x/ + pg*) — 
sein. Die Gleichung (5) sagt aus, dafs die Punkte (x') und (x") 
konjugierte Pole in Bezug auf die Fläche sind. Der Punkt 
(x' -|- ^§) ist ein beliebiger Punkt auf der Verbindungslinie des 
Punktes (x') mit dem singulären Punkte, und ebenso liegt der 
Punkt (x" + rg) auf der Geraden, welche den Punkt (x") mit dem 
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singulären Punkte verbindet. Hiernach folgt aus der Gleichung (6), 
dafs, sobald auf zwei vom singulären Punkte ausgehenden Geraden 
zwei konjugierte Pole liegen, auch jeder Punkt der einen Geraden 
konjugierter Pol zu jedem Punkte der andern ist. 

Somit haben alle Punkte einer beliebigen, durch den singu- 
lären Punkt gehenden Geraden dieselbe Polarebene. Man sieht 
dies auch an der Gestalt der Gleichung. Die Polarebene des 
Punktes (x' + fi§) hat die Gleichung: 

2a t xxt (xx' + p§x) — 0. 

Da hier 2i X x*g* wegen der Gleichungen (1) verschwindet, 
so wird die vorstehende Gleichung mit (4') identisch. 

4. Auch erkennt man hieraus, dafs jede gerade Linie, welche 
einen Punkt (x') der Fläche mit dem singulären Punkte verbindet, 
ganz der Fläche angehört, und dafs die Polarebene zu einem be- 
liebigen Punkte der Fläche auch seine Verbindungslinie mit dem 
singulären Punkte enthält. Will man diesen Satz direkt beweisen, 
so nimmt man an, dafs 

JSaixx/x*' = 

ist, und folgert daraus in der angegebenen Weise, dafs auch 

2z„ (x* ' + psi) (**' + fig«) = 
ist. Unter der gemachten Annahme wird also auch die Gleichung 
(2) für die Koordinaten (x/ + /wgi . . . x 4 ' + ^£4) befriedigt. 

Nun schneidet eine beliebige Ebene die Fläche in einer Kurve 
zweiter Ordnung. Die Fläche entsteht also dadurch, dafs man 
den singulären Punkt mit allen Punkten eines Kegelschnittes ver- 
bindet; sie ist ein Kegel zweiter Ordnung. 

Jede Fläche zweiter Ordnung, welche einen singu- 
lären Punkt enthält, ist eine Kegelfläche. 

5. Die Gleichungen (1) sind nur dann mit einander vereinbar, 
wenn die aus ihren Koefficienten gebildete Determinante gleich 
null ist, wenn also die Gleichung befriedigt wird: 



(7) 



a il a i2 a i3 a i4 

a 21 a 22 a 23 a 24 

a 31 a 32 a 33 a 34 

a 4 1 a 4 2 a 4 3 a 4 4 



= 0. 



Wenn umgekehrt die aus den Koefficienten der Gleichung (2) 
gebildete Determinante verschwindet, ohne dafs ihre sämtlichen 
dreireihigen Unterdeterminanten gleich null sind, so haben die 
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Gleichungen (1) nur eine einzige Lösung; es gelten also die 
bisher, abgeleiteten Resultate. Wir können demnach den Satz 
aussprechen : 

Wenn die aus den Koefficienten einer quadratischen 
Gleichung in räumlichen Punktkoordinaten gebildete 
Determinante gleich null ist, ohne dafsihre sämtlichen 
dreireihigen Unterdeterminanten verschwinden, so 
stellt die Gleichung einen Kegel zweiter Ordnung dar, 
dessen Scheitel mit dem singulären Punkte der Fläche 
zusammenfällt. 

6. Hiernach lassen sich die gefundenen Resultate auch in 
folgender Weise aussprechen. 

Die Spitze des Kegels ist in Bezug auf denselben konjugierter 
Pol zu allen Punkten des Raumes; dagegen hat jeder andere Punkt 
eine bestimmte Polarebene. Alle Polarebenen gehen durch die 
Spitze des Kegels; alle Punkte einer jeden durch die Spitze gehenden 
Geraden haben dieselbe Polarebene. 

Im Gegensatze zu den eigentlichen Flächen sind bei den 
Kegelflächen nur die durch einen festen Punkt, den Scheitel, 
gehenden Ebenen Polarebenen; aber alsdann besitzen sie nicht 
einen einzigen, sondern unendlich viele Pole, die in einer Geraden 
liegen. 

Wir ordnen daher am besten die durch den Scheitel gehenden 
Geraden einander polar zu. Zwei Gerade heifsen konjugierte 
Polare in Bezug auf den Kegel, wenn ihre Verbindungsebene 
zwei Geraden aus dem Kegel ausschneidet, die zu ihnen har- 
monisch liegen. Dann sind auch zwei beliebige Punkte, von 
denen je einer auf einer der beiden Polaren liegt, konjugierte Pole 
in Bezug auf den Kegel. Alle konjugierten Polare zu einer durch 
den Scheitel gehenden Geraden liegen in einer Ebene, welche 
ebenfalls den Scheitel enthält. Die Polarebene zu einer Erzeu- 
genden der Fläche geht in die Tangentialebene über und berührt 
längs der Erzeugenden. 

7. Da die Eigenschaft der Fläche, einen singulare!} Punkt zu 
besitzen (d. h. einen Punkt, der zu allen Punkten des Raumes 
konjugierter Pol ist), rein geometrischer Natur ist, so mufs sie 
auch bei einer Umänderung des Koordinatensystems ungeändert 
bleiben. Wir wählen ein neues Koordinaten-Tetraeder so, dafs 
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der Punkt yi —■ y 2 — » y 3 — der singulare Punkt ist. In den 
neuen Koordinaten wird die Gleichung wiederum vom zweiten 
Grade sein; sie wird etwa die Form haben: 

-2 bix y* y* = 0. 

Demnach müssen die Gleichungen (1) erfüllt sein, wenn man 
die Koefficienten a £ x durch b lx und das Wertsystem (&, g 2 , g 3 , g 4 ) 
durch (0, 0, 0, 1) ersetzt; somit ist b t 4 = b 24 = b 34 — b 44 — 0. In 
der neuen Gleichung kommt die Variabele y 4 nicht vor; die 
Gleichung des Kegels enthält nur die Variabein y u y 2 , y 3 . 

8. Zu diesem Resultate" waren wir auch schon in § 10 ge- 
langt, indem wir den Scheitel des Kegels mit dem Punkte (0, 0, 0, 1) 
zusammenfallen liefsen und die Leitlinie in der Ebene x 4 — 
annahmen. Wir fanden dort eine zweite Form, nämlich einen 
homogen quadratischen Ausdruck aus drei linearen Ausdrücken 

CnXi + CijX Ä + C13X3 + Ci 4 X 4 , 

Ca 1X1 + CagXg -f~ c 2» x a + C2*x 4 , 
C31X1 + c 3Ä x 8 + c 33 x 3 + c 34 x 4 . 

Diese Form kommt auf die vorhin gefundene hinaus, da man 
ja diese drei linearen Ausdrücke als neue Koordinaten y i9 y 2 , y 3 
voraussetzen und die y 4 als beliebige lineare Funktion von Xi . . . x 4 
nehmen darf. 

Ebenfalls haben wir bereits früher den Kegel zweiter Ordnung 
durch drei Quadrate dargestellt. Auch diese Form der Gleichung 
ergiebt sich unmittelbar aus den zuletzt gefundenen Resultaten. 
Wir brauchen demnach nicht nochmals darauf einzugehen, können 
uns vielmehr damit begnügen, folgenden Satz auszusprechen: 

Wenn die aus den Koefficienten einer homogenen Gleichung 
zweiten Grades zwischen vier Variabein gebildete Determinante 
verschwindet, so kann man die Gleichung vermittelst einer linearen 
Transformation als Summe von drei Quadraten darstellen. 

Übungen: 

1) a) Man wähle in der Gleichung 

a il X l "T a 22 X 2 "T~ a 83 X 8 T ^ a i4 X l X 4 T *a 24 X 2 X 4 

H~ 2a 34 x 3 x 4 + a 44 x 4 — 0, 
in welcher die sechs ersten Koefficienten gegeben sind, den 
Koefficienten a 44 so, dafs die Gleichung einen Kegel darstellt. 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 3 
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b) Speciell setze man die Gleichung in der Form 

xf + x| + x§ + 2x x x 4 + 4x 2 x 4 + 6x 8 x 4 + a 4 4 xf — 
oder in der Form 

X l + X 2 — X I — 2x i X 4 + 6x 2 X 4 + a 44 X I = ° 

voraus. 

c) Man bestimme jedesmal den Scheitel des Kegels. 

d) Man stelle in den drei angegebenen Fällen die Fläche 
durch drei Quadrate dar. 

2) a) Wenn die Determinante A verschwindet, aber die Unter- 
determinante A 44 (der Koefficient von a 44 in A) von null ver- 
schieden ist, so kann man die Gleichung (1) auf die Form bringen: 

a n ( x i + * x 4) 2 + a 2 2 ( x 2 +^x 4 ) 2 +a 38 (x 3 +i>x 4 ) 2 
+ 2a i 2 (x x + Ax 4 ) (x 2 + /ix 4 ) + 2a x 8 (x t + ix 4 ) (x, + vxj 
+ 2a 2 s (x 2 + fix 4 ) (x, + *>x 4 ) — 0. 

(Weil die Unterdeterminante A 44 nicht verschwindet, kann 
man drei Gröfsen X 9 (i, v durch die Gleichungen bestimmen: 

* a n +^12 + va is s=ssa i4 

^ a 21 l^ a 22 l ,;a 28 ===a 24 
^ a 3 1 \ ^ a 3 2 1 ra 8 8 ===S a 3 4 # 

Jetzt multipliziere man die Elemente der ersten Kolonne in 
A mit i, die der zweiten mit /t/, der dritten mit v und subtra- 
hiere die Summe der Produkte von der vierten Kolonne. Dann 
erkennt man leicht, dafs infolge der gemachten Voraussetzungen ist 

teu + 1**1% + i>a 43 — a 44 . 

Da aber a 14 = a 4l u. s. w. ist, so ergiebt sich 

a 44 — i>a il + 2 ^ a i2 + 2 ^ a i3 +i" 2a 2 2 + 2 ^ a 2 8 +^88' 

Durch Einsetzung der für a 14 , a 24 , a 34 , a 44 gefundenen Werte 
ergiebt sich die angegebene Form.) 

b) Man führe die in a) angegebenen Operationen für die in 
der Übung 1) mitgeteilten Kegel aus. 

c) Der Punkt (X> fi, v, — 1) ist die Spitze des Kegels. 

(Die für X y //, v gefundenen Gleichungen werden für & =>l, 
g 2 = H, & = v, §4 = — 1 mit den Gleichungen (1) identisch.) 

3) a) Die homogene quadratische Form f (xi, x 2 , x 3 , x 4 ) in 
den Variabein xi, x 2 , x 3 , x 4 läfst sich durch lineare Substitution 
auf eine Form von drei Variabein zurückführen, falls die vier 
Gleichungen: f ( Xl ) = 0, f(x 2 ) = 0, f (x 3 ) = 0, f (x 4 ) = eine 
gemeinschaftliche Lösung haben. 
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b) Die angegebene Bedingung läfst sich auch in der Weise 
aussprechen: Es mufs möglich sein, vier konstante Gröfsen p t ...p 4 
so zu bestimmen, dafs die Gleichung: 

ft f ( Xl ) + p,f (x.) + p 8 f (x 8 ) + p 4 f (x 4 ) - 

für alle Werte der Variabein befriedigt wird. 

c) Wenn die Gleichung (f (xi . . . x 4 ) = einen Kegel zweiter 
Ordnung darstellt, so genügen die Koordinaten (gi . . . §4) seines 
Scheitels den vier Gleichungen: 

f ' (& ) = 0, f (&) - 0, f ' (&) - 0, f &) - 0. 

4) Wenn die Gleichung einer eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung in der Form f(xi . ..x 4 ) = gegeben ist, so hat der 
vom Punkte (x') ausgehende Tangentialkegel die Gleichung: 

4f (x) f (x) - [ Xl f (x, ') + x, f (x 2 ') + x 3 f (x,') + x 4 f ' (x 4 ')] 2 - 0. 

Der Beweis gründet sich auf folgende Erwägungen. 

a) Setzt man die linke Seite der aufgestellten Gleichung gleich 
9> (xi . . . x 4 ) und bildet die partiellen Ableitungen g>' (xi). . . g>' (x 4 ), 
so ist: 

<p' ( Xl ) — 4f ' ( Xl ) f (x) - 2f ( Xl ') [ Xl f ( Xl ') + ... + X4f (x, ')] 

q! (x 4 ) = 4f ' (x 4 ) f (x') - 2f (x 4 ') [ Xl f '(* ') + ... + X4f ' M]. 

b) Weil jetzt ist <p' (x t ') =*q> (x 2 ') => y'(x,') — q>* M — 0, 
stellt die Gleichung q> (xi . . . x 4 ) = einen Kegel dar, dessen 
Spitze im Punkte (x/ . . . x 4 ') liegt. 

c) Die Fläche <p(x) = hat mit der Fläche f(x) = nur 
diejenige ebene Kurve gemeinschaftlich, welche in der Polarebene 
des Punktes (x') in Bezug auf die Fläche f(x) = liegt. 

5) a) Den vom Punkte (x') an die Fläche zweiter Ordnung 
f(xi ...x 4 )=«0 gelegten Tangentialkegel kann man auch durch 
die Gleichung darstellen: 

[Xtf ( Xl ) + . . . + x 4 f (x 4 )] [ Xl T (x^ + . . . + x 4 'f (x 4 ')] 

= [x 1 f'(x 1 ') + ...+x 4 f'(x 4 ')] 8 . 

b) Kann man auch auf der rechten Seite dieser Gleichung 
die Gröfsen xi . . . x 4 und x/ . . . x*' vertauschen? 

6) Bezeichnet man die Unterdeterminante, mit der das Element 
a/* in der Determinante A multipliziert wird, mit A**, so haben 
bei verschwindender Determinante A die vier Gleichungen: 

8* 
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a 41*7l + a 42^2 + a 48*?8 + a 44*?4 = ° 

die Lösungen: 

rix : ?/2 : *?$ : ?4 = A u : A i8 : A 1S : A l4 

sq\ S=S Agi : A*2 : A23 : A24 
\") a . a . a . A 

— I\$l . A3 g . /I.33 . A3 4 

= A41 : A42 : A43 : A44. 
(Für jeden Wert von A gelten die Beziehungen: 
(7) ai 1 Akt + a i * Ak 2 + ai 8 Ak s + ai 4 Ak 4 — 0, 
falls die Marken i und k verschieden sind. Wenn aber i — k 
ist, so ist die linke Seite der letzten Gleichung gleich A; also ist 
die Gleichung (7) in unserm Falle allgemein gültig.) 

b) Falls sich unter den Unterdeterminanten A tx mindestens 
eine nicht verschwindende befindet, so werden die Gleichungen 
(a) nur durch ein einziges Verhältnis der Gröfsen rj x : . . . : *? 4 
befriedigt; ist (gi . . . g 4 ) die Spitze des durch die Gleichung (2) 
dargestellten Kegels, so ist 

9i : Vt : ^3 : tyt — gi : g* : £s : &• 

c) Zwischen den Unterdeterminanten A tx und den Koordi- 
naten (gi . . . g 4 ) der Spitze des Kegels finden die Beziehungen 
statt : 

A n =*>£!> A 12 — QS t $ 2 , A 18 — pgjg,, A 14 =Q$Jt, 

A 22 = 9Sh A 23 — P6lS»> A 24 = ()g 2 g 4 , A33 = (>gf, 

A 34 — PSsS4» A 44 =*>g|. 
(Setzt man A 1X = pgf , so folgen die angegebenen Werte 
für A 12 , A 18 , A 14 aus (0). Da aber allgemein A«* = Axi ist, 
so sind jetzt auch die Werte für A 21 , A 31 , A 41 bekannt; wir 
erhalten daher auch die Werte für A 22 , A 23 u. s. w. aus den 
Gleichungen (ß).) 

d) Demnach ist unter der gemachten Voraussetzung: 

SAtx U£ U* — Q (gi Uj + g 2 u 2 + g 3 u 3 + giU 4 ) f . 

7) a) Um den Kegel UztxXiXx = in Ebenenkoordinaten 
darzustellen, mufs man zuerst die Koordinaten §1 . . . g 4 seines 
Scheitels suchen. Alsdann bestimme man die Gleichung der 
Schnittlinie des Kegels mit einer beliebigen Ebene, welche den 
Scheitel nicht enthält. Diese Schnittlinie stelle man in Ebenen- 
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koordinaten dar; die Verbindung dieser Gleichung mit der Gleichung 
des Scheitels 

&u, + g,u 2 + &u 3 + &u 4 — 
stellt den Kegel dar. 

b) Man wende diese Vorschrift auf die in Üb. 1) angegebenen 
Kegel an. 

(Die Ebene X4 = geht nicht durch den Scheitel; daher 
kann man die Schnittlinie des Kegels mit dieser Ebene benutzen.) 

c) Welches ist in Punktkoordinaten die Gleichung desjenigen 
Kegels, welcher in Ebenenkoordinaten durch die Gleichungen 
bestimmt wird: 

Ul _3u 8 +u 4 — 0, uj+uj— u|=0? 

d) Der Kegel 

a lX J + a 2 x| + a 8 xj = 
wird in Ebenenkoordinaten durch die Gleichungen dargestellt: 

U4 = o, Hi + 5i + Hi _ o. 

a t a, a 3 
(Der Scheitel hat die Koordinaten 0, 0, 0, 1; zudem stellt 
die gegebene Gleichung auch die Schnittlinie mit der Ebene 
x 4 =-» dar.) 

e) Der in d) angegebene Kegel genügt bei beliebigen Werten 
von a i9 a%, a 3 , a A auch den Gleichungen: 

_ u? , u| . u? 

+ u 4 (2aiUi + 2a 8 u 2 + 2a 8 u 3 + 2a 4 u 4 ) = 0. 
8) Der Kegel, dessen Scheitel unter Anwendung von Car- 
tesischen Koordinaten im Punkte (x', y', z') liegt und dessen 
Leitlinie der Kegelschnitt ist: 

x 2 v 8 

hat die Gleichung: 

(r^y + (^y - «» - *■>*• 

(Man ersetze die Koordinaten x, y, z durch die Quotienten 
x x : x 4 , x 2 : x 4 , x 3 : x 4 , mache dadurch die Gleichung homogen 
und wende die angegebenen Kennzeichen an.) 



(2) 
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§ 16. 
Das Ebenenpaar. 

1. Wenn die Konfidenten a«e in der Gleichung 

(1) ^a«xixx = 
solche Werte haben, dafs alle Unterdetenninanten dritten Grades 
der Determinante 

a ll a 12 *13 a 14 
*21 *22 *** a 24 

a 3 i a 32 a 33 a 34 

a 4l a 42 a 4S a 44 

verschwinden, ohne dafs die Unterdeterminanten zweiten Grades 
ebenfalls gleich null sind, so sind nur zwei von den vier Glei- 
chungen : 

anX! +a,,x* +aisXs +*i 4X4=0 

/gx a 2 lX! + a »2 X « + a 2» X » + ***** = 

a 3 ixi + a 32 x 2 + a 33 x 3 + a 34 x 4 = 
*4iXi + a 42 x 2 + a 45 x f + a 44 x* = 
von einander unabhängig. Diese vier Gleichungen kommen auf 
zwei hinaus; man genügt den vier Gleichungen (3) durch die 
Koordinaten aller Punkte einer geraden Linie. 

Sind (& ... g 4 ) die Koordinaten eines Punktes dieser Geraden 
und (xi . . . x 4 ) die eines beliebigen Punktes des Raumes, so be- 
steht die Gleichung: 

(4) 2Jz lx xi£x =0. 
Da demnach jeder Punkt dieser Geraden konjugierter Pol zu 
allen Punkten des Raumes ist, so nennen wir diese Linie die 
singulare Linie der Fläche. 

2. Auf dem in § 15, 4 angegebenen Wege zeigen wir, dafs 
eine durch die singulare Gerade gelegte Ebene entweder nur diese 
Gerade mit der Fläche gemeinschaftlich hat oder ihr ganz an- 
gehört. Wir wollen diesen Satz direkt erweisen. 

Es seien (g) und (rj) zwei Punkte der singulären Linie und 
(x') ein Punkt, der dieser Geraden nicht angehört. Alle Punkte 
der Ebene, welche durch diese drei Punkte gelegt werden kann, 
haben Koordinaten, die sich verhalten wie 

Xl' + 4gl + Mi, X 2 ' + l£ 2 + (lTj%y x 3 ' + 4g 3 + Ms, 

X4' + Ag* + W4- 
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Die Punkte, welche diese Ebene mit der Fläche (1) gemein- 
schaftlich hat, ergeben sich aus der Gleichung: 

2*ix (Agi + fitji + rxt') (Jlg* + fiTjx + vxx) — 0. 

Da aber die Gleichung (4) auch besteht, wenn man (gi . . . £4) 
durch (rji . . . tj a ) ersetzt, so geht die letzte Gleichung über in 

piJJZixXt'Xx' = 0. 

Diese Gleichung wird, wenn der Punkt (x) nicht auf der 
Fläche liegt, nur für v — 0, also für die Punkte der singulären 
Geraden befriedigt. Wenn dagegen der Punkt (x') auf der Fläche 
liegt, so genügt man der Gleichung für alle Werte von Z> p> v 9 
oder die Ebene gehört der Fläche ganz an. 

3. Wir nehmen jetzt eine beliebige Gerade g hinzu, welche 
nicht durch die singulare Linie hindurchgeht. Da diese zwei 
(reelle oder imaginäre) Punkte mit der Fläche (1) gemeinschaftlich 
hat, finden wir durch Verbindung eines jeden dieser beiden Punkte 
mit den Punkten der singulären Geraden zwei Ebenen, welche 
ganz der Fläche angehören. Dadurch haben wir aber alle Punkte 
der Fläche erhalten. Denn gäbe es noch einen weiteren Punkt 
der Fläche, so würde man durch Verbindung desselben mit den 
Punkten der singulären Linie noch eine dritte Ebene erhalten. 
Diese müfste aber mit der Geraden g noch einen dritten Punkt 
gemeinschaftlich haben, was nicht möglich ist. Somit stellt 
die Gleichung (1) ein Ebenenpaar dar, wenn die ersten 
Unterdeterminanten der Determinante (2) sämtlich 
verschwinden, unter den zweiten Unterdeterminanten 
aber sich mindestens eine von null verschiedene be- 
findet. 

4. Die Polarebene eines Punktes (x'), welcher nicht in der 
singulären Linie liegt, hat die Gleichung: 

(5) 2 a<* x. xx' = 0. 
Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man (xi . . . x 4 ) durch 
die Koordinaten irgend eines Punktes der singulären Geraden er- 
setzt. Daher geht die Polarebene eines jeden Punktes durch die 
singulare Linie hindurch. 

Wählt man statt des Punktes (x) einen Punkt derjenigen 
Ebene, welche durch ihn und die singulare Gerade gelegt werden 
kann, so hat man die Koordinaten x«' durch 

x« + X§a + (lt]a 
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zu ersetzen, wofern wieder (g) und (tf) zwei Punkte der singu- 
lären Geraden sind. Jetzt wird die Gleichung der Polarebene: 

UzixXi (x x ' + 2& + fir/x) — 0. 

Diese geht aber über in JEa«fXiXx' = 0, ist also mit der 
Gleichung (5) identisch. Bei unserer Voraussetzung gelten also 
folgende Sätze: 

Jeder Punkt, der nicht in der singulären Geraden 
liegt, hat eine bestimmte Polarebene; alle Polarebenen 
gehen durch die singulare Linie. Alle Punkte einer 
durch die singulare Linie gelegten Ebene haben die- 
selbe Polarebene. 

5. Da die Punkte einer durch die singulare Linie gehenden 
Ebene I dieselbe Polarebene I' haben und hinwiederum die Ebene I 
Polarebene zu allen Punkten der Ebene I' ist, so dürfen wir die 
Ebenen I und I' als konjugierte Polarebenen bezeichnen. 

Das Ebenenpaar vermittelt somit eine involutorische Zuord- 
nung der durch seine Kante gehenden Ebenen. Irgend zwei ein- 
ander zugeordnete Ebenen liegen harmonisch zu den Ebenen des 
Paares. 

6. Um die Gleichung des Ebenenpaares auf die einfachste 
Form zu bringen, wählen wir zwei konjugierte Polarebenen zu 
den zwei Seiten des Koordinaten-Tetraeders y x = und y a = 
und nehmen die beiden andern Seiten y 3 = und y 4 = be- 
liebig hinzu. In diesen Koordinaten möge die Fläche durch die 
Gleichung dargestellt werden: 

Ubtxyiyx = 0. 
Da die Gerade y x = y 2 = die singulare Linie ist, so 
müssen die vier Gleichungen: 

buyi +b 18 y 2 +b 13 y 3 + b 14 y 4 = 



b4iyi + b 4 2yj5 + b 48 y3 + b 44 y 4 — 

für y x = y 2 =» erfüllt sein. Daher sind die Koefficienten b 13 , 
bi4> ^23» b-i4> b 88 , b 34 , b 44 gleich null. Da noch die Ebenen 
y! = und y 2 = Polarebenen von einander sind, so mufs 
auch b 12 — sein; die Gleichung der Fläche ist also: 

(6) b M y» +b 2i y!=0. 
Eine homogene quadratische Gleichung in vier Variabein, 
für welche alle Unterdeterminanten dritten Grades der aus den 
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Koefficienten gebildeten Determinante verschwinden, läfst sich 
durch eine lineare Transformation auf die Form zweier Quadrate 
bringen. 

Übungen : 

1) a) Wenn die Unterdeterminante a^a,, — a x 2 2 von null 
verschieden ist, aber die Unterdeterminanten A 88 , A 84 , A 44 gleich 
null sind, so kann man vier Koefficienten x, X> fi, v so bestimmen, 
dafs ist: 

a i3 ™ * a il "T" * a i2> ^S™ Xa 2 1 "T * a 2 2> a i4 asss ^ a il "T" ra i 2> 

a 24 =i" a 21 +^ a 22> a 83 = ** a i 1 + 2 ** a i 2 + ** a 2 2> 

a S4 ™ *P a i1 + i* V + *P) a i2 + ^ a 2 2> 

a 44 =^ 2a il + ty» ,a i! + V2a 22- 

(Die Möglichkeit, die vier ersten Gleichungen zu befriedigen, 
ergiebt sich daraus, dafs a tl a 22 — a 2 2 2 von null verschieden ist; 
alsdann müssen die drei folgenden Gleichungen bestehen wegen 
des Verschwindens der angegebenen Unterdeterminanten.) 

b) Demnach nimmt unter den gemachten Voraussetzungen 
die Gleichung (1) die Gestalt an: 

a i iYi + 2a a 2 y x y 2 + a 2 2 y\ für y t — x x + xx 8 + px 4 , 

y-i = x 2 + ix 8 + *x 4 . 

c) Man stelle die in b) angegebene Form als Produkt von 
zwei linearen Faktoren dar. 

d) Man zeige, dafs unter der gemachten Annahme alle drei- 
reihigen Unterdeterminanten von A verschwinden. 

2) Man führe die gleiche Untersuchung für den Fall durch, 
dafs die Unterdeterminante a 12 a 23 — a is a 2 2 von nu ^ verschieden 
ist, aber die Unterdeterminanten A 44 , A 84 und A 14 verschwinden. 

3) a) Man weise im Anschlufs an diese beiden Übungen 
nach, dafs in einer symmetrischen Determinante vierten Grades 
alle dreireihigen Unterdeterminanten verschwinden, sobald alle 
diejenigen Unterdeterminanten dritten Grades null sind, welche 
eine nicht-verschwindende zweireihige Unterdeterminante in sich 
enthalten. 

b) Wieviel Bedingungen müssen zwischen den Koefficienten 
in der Gleichung einer Fläche zweiten Grades bestehen, damit 
dieselbe in ein Ebenenpaar übergeht? 

c) Wieviel Bedingungen müssen erfüllt sein, damit alle drei- 
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reihigen Unterdeterminanten einer beliebigen Determinante vierten 
Grades verschwinden? 

4) Die Gleichung (1) wandle man durch lineare Transfor- 
mation in die Form Ubixyiyx =0 um und zeige direkt, dafe 
auch die vier Ebenen ^b ix yx — 0, 2b iX jx = 0, 2Jb iX jx =»0, 
J£b 4 xyx — einem Ebenenbüschel angehören. 

§ 17. 

Die Doppelebene. 

1. Wenn in der Gleichung 

(1) U^xxixx = 
«iner Fläche zweiter Ordnung die Koefficienten in einer solchen 
Beziehung zu einander stehen, dafs die sämtlichen Unterdetermi- 
nanten zweiten Grades der Determinante 

au a X 2 ai3 a i4 

(2) 

verschwinden, so kommen die Gleichungen: 

anX! + a 12 x 2 -f a l3 x 3 + a l4 x 4 — 

(3) 

aiiXi + a 4*x 2 + a 43 x 3 + a 44 x 4 — 
auf eine einzige hinaus. Alle Punkte derjenigen Ebene, auf welche 
wir durch diese Gleichungen gefuhrt werden, sind singulare Punkte 
in dem Sinne, dafs zu ihnen jeder Punkt des Raumes konjugierter 
Pol ist. Alle andern Punkte haben diese Ebene zur Polarebene. 
Denn ist (x') ein Punkt, dessen Koordinaten den Gleichungen (3) 
nicht genügen, so ist die Gleichung der Polarebene 

-SajxXi'x* = 
oder 

X|' -2a 1 xXx + x 2 '-2a 2 xXx -f-x 3 'l?a 8 x x x + x 4 '-2a 4 xXx = 0. 
Da in dieser Gleichung sich die Koefficienten von x/, x 2 ', 
x 8 ', x 4 ' nur um konstante Faktoren unterscheiden, so stellt sie 
für alle verschiedenen Wertsysteme (x/ . . . x 4 ') dieselbe Ebene 
dar, wie die Gleichungen (3). Alle Punkte des Raumes haben 
dieselbe Polarebene; zu jedem Punkte dieser Ebene ist 
aber jeder Punkt des Raumes konjugierter Pol. 



a 2 i 


a 22 


a*3 


a 24 


a$i 


a 32 


a 3 s 


a 3 4 


a*i 


a 42 


a 13 


a 4 4 
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2. Wie wir früher (§ 13, 3. 4) gesehen haben, gehören der 
Fläche (2) nur diejenigen Punkte an, welche in ihrer Polarebene 
liegen. Demnach kann in unserm Falle der Fläche kein Punkt 
angehören, der aufserhalb der singulären Ebene liegt, da ein solcher 
Punkt die singulare Ebene zur Polarebene hat. Dagegen ist ein 
beliebiger Punkt der singulären Ebene zu allen Punkten des 
Raumes, also auch zu sich konjugierter Pol. Demnach gehören 
der Fläche alle Punkte der singulären Ebene, und nur diese, an. 
Schon hieraus geht hervor, dafs bei unsern Voraussetzungen ist: 

(4) UZixXi x x = Q (c 1 x l + c 2 x 2 + c 8 x 3 + c 4 x 4 ) 2 . 

3. Um dies Resultat nochmals zu erweisen, wähle man die 
Ebene yi = zur singulären Ebene und nehme drei andere 
Koordinatenebenen beliebig hinzu. Wenn jetzt die Gleichung der 
Fläche wird 2Jbtxyiyx ssa 9 so müssen die vier Gleichungen 

h nYi + b 12 y 2 + b 18 y 8 + b 14 y 4 — 
........ 

b 4iyi + b 4 2 y* + b 4 8 ys + KaJa — ° 

für y x = und beliebige Werte von y 2 , ys, y4 befriedigt werden. 
Demnach mufs sein: 

b 12 =b 18™ b 14 =SSsb 22 ==asb 23= b 24 = b 3 3 == b 34 = b 44 rSB °; 

die Gleichung der Fläche ist also 

Übungen: 

1) a) Damit die durch die drei Punkte (g), (tj), (£) gelegte 
Ebene ganz der Fläche zweiter Ordnung f (xx . . . x 4 ) = angehört, 
müssen die sechs Gleichungen erfüllt sein: 

f (& ...&) — <>, ((fix . . . t]*) = 0, f (gi . . . £ 4 ) = 0, 
2 &rf (//*) = 0, 2 gxf ' (g,) — 0, 2 r,xi' (£*) = 0. 

(Setzt man x« = JL§a + (it]a + v§a, so wird die Gleichung 
f(x! ...x 4 )==0 für beliebige Werte von X y p, v befriedigt.) 

b) Sobald die drei Seiten eines Dreiecks auf einer Fläche 
zweiter Ordnung liegen, gehört ihr die Ebene des Dreiecks voll- 
ständig an. 

c) Sobald die drei Eckpunkte eines Dreiecks und noch ein 
Punkt von jeder der drei Seiten in einer Fläche zweiter Ordnung 
liegen, gehört ihr die Ebene des Dreiecks vollständig an. 

d) Wenn eine Ebene einer Fläche zweiter Ordnung angehört, 
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kann jeder Punkt der Ebene als ihr Pol in Bezug auf die Fläche 
betrachtet werden. 

(Aus den in Übung 1) angegebenen Gleichungen folgt, dafs 
irgend zwei Punkte (Jlg + (iij + vQ und (A'g + PV + ^S) konju- 
gierte Pole von einander sind.) 

2) Man gebe verschiedene Beweise des Satzes, dafs eine 
Fläche zweiter Ordnung in ein Ebenenpaar oder in eine Doppel- 
ebene übergeht, sobald ihr alle Punkte dieser Ebene angehören. 

a) Die Ebene E und drei Punkte 1, 2, 3, die nicht in gerader 
Linie liegen, mögen der Fläche angehören. Man lege durch die 
Punkte 1, 2, 3 eine zweite Ebene. Dann liegen in der Fläche 
zweiter Ordnung die Eckpunkte des Dreiecks (1, 2, 3) und der 
Schnittpunkt einer jeden seiner Seiten mit der Ebene E. Man 
kann daher Übung 1) c) anwenden. 

b) Man beachte die verschiedenen Fälle, welche betreffs der 
Determinante möglich sind. Wenn diese nicht verschwindet, so 
hat jede Ebene einen einzigen Pol; wenn sie null ist, ohne dafs 
alle ihre dreireihigen Unterdeterminanten verschwinden, so liegen 
alle Pole einer Ebene auf einer geraden Linie. Nach Übung 1) d) 
ist aber jeder Punkt der gegebenen Ebene ihr Pol. 

c) Soll die Ebene x x = der Fläche (1) angehören, so mufs 
die Gleichung (1) für x x =0 und beliebige Werte von x 2 , x 3 , x 4 
befriedigt werden; also müssen die sechs Koefficienten a 2 *, a 23> 
a>u> a 3 8, a 84 , a i4 null sein. 

(Man suche die Bedingungen dafür, dafs zunächst die Eck- 
punkte O g , 8 , 4 des Koordinatendreiecks und dann noch ein 
Punkt auf je einer Seite desselben der Fläche angehört.) 

3) a) Wenn der Koefficient a lx von null verschieden ist, 
aber die Determinanten 

a ii a 22 a i2> a ii a 83 a T3> a ii a 44~~ a i4> a ii a 23 a i 2 a i 8> 

a ii a 24 a i4 a i2> a ii a 34 a i3 a i4 

verschwinden, so lassen sich drei Koefficienten X, /t, v so be- 
stimmen, dafs die Gleichungen bestehen: 

a 12 =xa 11 , 2^3=^!!, ^4=1^^, a 22 =x a lx , 

a 2S =SB */* a i i> a 2 4 ==SS * V &1 15 a 33 =s /* a il> 
a 34=^ a il> a 44=^ 2a il- 

(Die drei ersten Gleichungen sind eine Folge davon, dafs 
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a t t 4= ist; die sechs folgenden ergeben sich aus dem Verschwinden 
der angegebenen Determinanten.) 

b) Die gegebene Gleichung (1) nimmt unter diesen Voraus- 
setzungen die Form an: 

a i i ( x i + * x s + P x s + "xj* — 0. 

c) Unter den gemachten Annahmen verschwinden alle Unter- 
determinanten zweiten Grades von A. 

d) Damit die Gleichung (1) eine Doppelebene darstellt, müssen 
zwischen ihren Koefficienten sechs Bedingungsgleichungen be- 
stehen. 

4) Sobald in einer vierreihigen Determinante diejenigen neun 
zweireihigen Determinanten null sind, in denen ein bestimmtes, 
von null verschiedenes Element vorkommt, verschwinden alle ihre 
zweireihigen und damit zugleich alle ihre dreireihigen Unter- 
determinanten, sowie die Determinante selbst. 

(Wenn a tl 4=0 ist, aber alle neun zweireihigen Unterdeter- 
minanten verschwinden, in denen a n vorkommt, so kann man 
setzen: a 12 = * a n> ä 18 === ^ a n> «* 14 = ^a^, a 21 = Aa 119 
a 31 =^'a 11 , a 41 =r'a 11 . Wegen des Verschwindens der aus- 
gewählten Unterdeterminanten kann man die übrigen neun Ele- 
mente der Determinante durch an und die sechs Koefficienten 
X, (i, v y 1', (i, v ausdrücken.) 

§ 18. 

Einteilung der Flächen zweiter Ordnung nach projektiven 

Eigenschaften. 

1. Die Determinante 

an . . . a^ 



(i) 



&41 • • • 344 

bietet das einfachste und natürlichste Einteilungsprincip für die 
Flächen, welche durch die Gleichung 

(1) Uzixxix* —0 
dargestellt werden. Wenn diese Determinante von null ver- 
schieden ist, so nennen wir die dargestellte Fläche eine eigent- 
liche Fläche zweiter Ordnung. Die Gleichung kann in 
diesem Falle auf die Form von vier Quadraten gebracht werden. 
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Jeder Punkt hat eine Polarebene, jede Ebene einen Pol. Die 
Fläche ist auch von der zweiten Klasse. 

2. Wenn die Determinante (1) verschwindet, ohne dafs ihre 
sämtlichen Unterdeterminanten dritten Grades null sind, so stellt 
die Gleichung einen Kegel dar. Die Spitze des Kegels ist ein 
singulärer Punkt in dem Sinne, dafs zu ihr jeder Punkt des Raumes 
konjugierter Pol ist. Die Polarebenen aller übrigen Punkte gehen 
durch die Spitze des Kegels; alle Punkte, die mit der Spitze in 
gerader Linie liegen, haben dieselbe Polarebene. Dem Kegel 
gehört eine Schar von Geraden an, die durch die Spitze gehen; 
alle Tangentialebenen berühren längs einer solchen Geraden. Die 
Gleichung des Kegels läfst sich in drei Quadrate umwandeln. 

3. Wenn in der Determinante (1) alle Unterdeterminanten 
dritten Grades null sind, ohne dafs die Unterdeterminanten zweiten 
Grades sämtlich verschwinden, so stellt die Gleichung (2) ein 
Ebenenpaar dar. Zu den Punkten der Schnittlinie ist jeder Punkt 
des Raumes konjugierter Pol; die Polarebenen aller andern Punkte 
gehen durch diese Gerade hindurch; alle Punkte, die mit der 
Schnittlinie in einer Ebene liegen, haben dieselbe Polarebene. 
Man kann die Gleichung auf zwei Quadrate zurückführen. 

4. Wenn endlich die sämtlichen Unterdeterminanten zweiten 
Grades verschwinden, so ist die linke Seite der Gleichung (2) 
ein vollständiges Quadrat; die Fläche ist eine Doppelebene. Diese 
Ebene ist Polarebene zu allen Punkten des Raumes, die nicht in 
ihr liegen. 

5. Für die weitere Einteilung legen wir die Darstellung durch 
Quadrate zu Grunde. Wir benutzen also für eine eigentliche 
Fläche ein Koordinaten-Tetraeder, das zu sich selbst in Bezug auf 
die Fläche konjugiert ist. Dabei dürfen wir aber den Einheits- 
punkt noch willkürlich wählen. Indem wir das thun, wird jede 
einzelne Koordinate noch mit einer beliebigen (reellen) Konstanten 
multipliziert. Demnach können wir auch die absoluten Beträge 
für die Koefficienten der einzelnen Quadrate beliebig ändern; nur 
bleiben die Vorzeichen ungeändert. Es ist also gestattet, jedem 
einzelnen Quadrate den Koefficienten + 1 oder — 1 zu geben. 
Da wir aber endlich die Gleichung noch mit — 1 multiplizieren 
dürfen, kommt es nur auf den Wechsel der Vorzeichen an. Wir 
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erhalten daher für die eigentlichen Flächen nur folgende drei 
Möglichkeiten: 

IA) xf +x! + x§ +xf =0. 

IB) xf+xf +xf-xf =0. 

IC) x* +xj -x? -xf —0. 

6. Im Falle IA) fällt kein Punkt in seine Polarebene; die 
Fläche hat keinen reellen Punkt und keine reelle Tangentialebene. 
Wir nennen sie eine eigentliche imaginäre Fläche. 

7. Im Falle IB) ist die Fläche reell, wie man unmittelbar 
erkennt. Von den Ebenen des Koordinaten-Tetraeders schneidet 
jede der drei ersten, xi — 0, x 2 = 0, x s =» in einem reellen 
eigentlichen Kegelschnitte, während die Ebene x 4 = keinen 
Punkt mit der Fläche gemeinschaftlich hat. Die Gleichung kann 
man auch in der Form schreiben: 

xf + x| + (x 8 + x 4 ) (x 8 — x j — 0. 
Die Ebene x s — x 4 hat mit der Fläche nur einen Punkt und 
ein von demselben ausgehendes imaginäres Geradenpaar gemein; 
sie ist eine Tangentialebene. Hieraus geht zunächst hervor, dafs 
die Fläche keine gerade Linie enthält; denn jede solche müfste 
die Ebene x 4 = schneiden, und der Schnittpunkt müfste ein 
Punkt der Fläche sein, während doch diese Ebene ganz aufserhalb 
der Fläche liegt. Demnach hat auch jede Tangentialebene nur 
einen Punkt mit der Fläche gemein, da das in ihr gelegene 
Geradenpaar nicht reell sein kann. Die Ebenen haben mit der 
Fläche entweder einen eigentlichen reellen Kegelschnitt oder einen 
eigentlichen imaginären Kegelschnitt oder ein imaginäres Geraden- 
paar gemein. 

8. Um weitere Eigenschaften der durch die Gleichung IB) 
dargestellten Fläche zu finden, legen wir durch den Punkt (0, 0, 0, 1) 
eine beliebige Gerade. Wenn diese noch durch den Punkt 
(xi'...x 4 ') gehen soll, so sind ihre Koordinaten proportional 
den Gröfsen 

x l 'y Xg , X 3 , X4 -f- p. 

Die Schnittpunkte mit der Fläche ergeben sich aus der 
Gleichung: 

(x 4 ' + (>)s = xr' + x 2 '> + X3' 3 . 
Da der Punkt (x') vom Punkte (0, 0, 0, 1) verschieden sein 
soll und deshalb die rechte Seite der vorstehenden Gleichung 
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nicht verschwinden darf, so hat die Gleichung zwei ungleiche 
reelle Wurzeln. Also schneidet jede durch den Punkt (0, 0, 0, 1) 
gehende Gerade die Fläche in zwei reellen Punkten. 

Dagegen ergeben sich die Punkte, in denen die Verbindungs- 
linie des Punktes (1, 0, 0, 0) mit dem Punkte (x) die Fläche 
schneidet, aus der Gleichung: 

Hier kann je nach der Wahl des Punktes (x') die rechte 
Seite bald positive, bald negative, bald verschwindende Werte 
erhalten. Unter den vom Punkte (1, 0, 0, 0) ausgehenden geraden 
Linien giebt es sowohl schneidende als auch nichtschneidende und 
berührende Gerade. 

Jetzt berücksichtigen wir noch, dafs durch jeden Punkt des 
Raumes schneidende Gerade gelegt werden können. Sobald also 
überhaupt von einem Punkte nichtschneidende Gerade ausgehen, 
können durch ihn auch Sekanten und Tangenten an die Fläche 
gelegt werden. 

Hiernach zerfallen die Punkte des Raumes einer Fläche IB) 
gegenüber in zwei Klassen: durch die Punkte der ersten Klasse 
gehen nur schneidende Geraden hindurch, während durch die 
Punkte der andern Art auch nichtschneidende Gerade gelegt 
werden können. Die Punkte der ersten Klasse nennen wir Innen- 
punkte, die der zweiten Klasse Aufsen punkte. Diese Punkt- 
mengen werden durch die Punkte der Fläche, von denen neben 
eigentlichen Sekanten auch Tangenten ausgehen, gegen einander 
abgegrenzt. 

Aus der angegebenen Definition folgt unmittelbar, dafs jede 
durch den Innenpunkt gelegte Ebene die Fläche in einem reellen 
eigentlichen Kegelschnitte schneidet. 

9. Man lege irgend ein anderes Polartetraeder der Koordi- 
natenbestimmung zu Grunde. Die vier Quadrate, welche jetzt in 
der Gleichung der Fläche auftreten, können nicht alle dasselbe 
Vorzeichen haben, weil sonst die Fläche imaginär wäre; auch 
können nicht zwei Quadrate das positive, zwei das negative Vor- 
zeichen haben, weil sonst die Fläche, wie wir später sehen 
werden, gerade Linien enthielte. Demnach weicht ein einziges 
Quadrat in seinem Vorzeichen von den drei andern ab. Daraus 
folgt der Satz: 
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Von den vier Eckpunkten eines Polartetraeders zu 
einer ungeradlinigen reellen Fläche zweiter Ordnung 
liegen drei im Äufsern und einer im Innern; von den 
vier Ebenen desselben schneiden drei in einem reellen, 
eine in einem imaginären Kegelschnitte. 

Aus diesem Satze oder, wenn man lieber will, aus dem 
Umstände, dafs die Aufsen- und Innenpunkte durch die Punkte 
der Fläche von einander getrennt werden, läfst sich folgendes 
Resultat leicht herleiten: 

Für die Innenpunkte hat die linke Seite der Gleichung IB) 
einen negativen und für die Aufsenpunkte einen positiven Wert. 

10. Für eine Fläche I B) liegt die Polarebene zu einem Innen- 
punkte ganz aufserhalb der Fläche, da jeder Schnittpunkt durch 
seine Verbindung mit dem Punkte eine von diesem ausgehende 
Tangente liefern würde. Umgekehrt mufs die Polarebene zu 
jedem Aufsenpunkte die Berührungspunkte der von ihm aus- 
gehenden Tangenten enthalten und somit die Fläche schneiden. 
Hiernach ist der Pol einer jeden nichtschneidenden Ebene ein 
Innenpunkt und der Pol einer jeden schneidenden Ebene ein 
Aufsenpunkt. 

11. Wir beweisen noch für die Fläche IB) folgenden Lehrsatz: 

Von zwei reciproken Polaren, die keinen Punkt mit 
einander gemeinschaftlich haben, schneidet regelmäfsig 
nur die eine, während durch die andere zwei Tangen- 
tialebenen hindurchgehen. 

Durch eine Gerade, von welcher eine Fläche I B) geschnitten 
wird, geht keine Tangentialebene hindurch, weil eine solche Ebene 
nur einen Punkt mit der Fläche gemeinschaftlich hat. Dagegen 
kann man in den Schnittpunkten die Tangentialebenen an die 
Fläche legen, und diese schneiden einander in der reciproken 
Polaren. Da durch die letztere Gerade Tangentialebenen gelegt 
werden können, darf sie keine Sekante sein. Wenn umgekehrt 
eine Gerade keinen Punkt mit der Fläche gemeinschaftlich hat, 
so lassen sich durch sie (als Grenze der schneidenden und nicht- 
schneidenden Ebenen) zwei Tangentialebenen an die Fläche legen ; 
die Verbindungslinie ihrer Berührungspunkte ist die reciproke 
Polare. 

Killing* Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 9 



130 § 18. Einteilung der Flächen zweiter Ordnung. 

12. Die Gleichung IC) wird befriedigt, wenn wir bei einem 
beliebigen Werte von p setzen: 

(1) X! + X 3 = (l (X 2 + X 4 ), X 4 — X 2 = [L (X! — X 8 ). 

Jedes derartige Paar von Gleichungen stellt eine gerade Linie 
dar, welche ganz der Fläche angehört. Indem man dem Koeffi- 
cienten (i alle möglichen Werte beilegt, erhält man eine Schar 
von Geraden, die auf der Fläche liegen. Eine zweite Schar wird 
durch die Gleichungen dargestellt: 

(2) X! + x 8 = v (x 4 — x 2 ), x 2 .+ x 4 = V (Xi — x 3 ). 

Alle Geraden derselben Schar liegen windschief gegen ein- 
ander; beständen nämlich die vier Gleichungen 

Xl + X 3 = (l (x 2 + X 4 ), X 4 — X 2 = (l (X! — X 8 ) 

und 

xi + x 3 = p (x 2 + X4), x 4 — x 2 = fi' (x t — x 3 ) 
bei verschiedenem Werte von fi und \i für dasselbe Wertsystem 
(xi . . . x 4 ), so müfste sein: 

Xi + x 3 = 0, x 2 + x 4 = 0, x 4 — x 2 = 0, Xi — x 3 = 

oder X! = x 2 = x 3 = x 4 = 0, 
was ausgeschlossen ist. Dagegen schneiden sich zwei beliebige 
Geraden, die verschiedenen Scharen angehören. Setzt man näm- 
lich Xi X 3 = p, Xi + X 3 = (iVQ, X 4 — X 2 = (IQ, X 4 + X 2 = VQ 

für einen ganz beliebigen Wert von p, so werden die Gleichungen 
(1) und (2) befriedigt. Der Punkt (fiv — 1, v — (i, (iv-\-\, i>+//) 
gehört also den beiden Geraden (1) und (2) an. 

Umgekehrt geht durch jeden Punkt der Fläche sowohl eine 
Gerade aus der Schar (1) als auch aus der Schar (2). Man kann 

nämlich die Quotienten — und 1 — willkürlich wählen und 

x 4 x 4 

dann den Quotienten — vermittelst der Gleichung der 

x 4 

Fläche berechnen. Somit finden wir einen Wert von fi und 

von v. 

13. Jede durch zwei Gerade der Fläche gelegte Ebene be- 
rührt dieselbe im Schnittpunkte der beiden Geraden (§ 13, 5). 
Daraus geht hervor, dafs aufser den beiden Scharen (1) und (2) 
keine weiteren Geraden der Fläche angehören. Denn angenommen, 
die Fläche enthielte noch eine Gerade, die zu keiner dieser Scharen 
gehörte, so gingen durch jeden Punkt dieser Geraden drei gerade 
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Linien der Fläche hindurch. Diese können nicht in einer Ebene 
liegen, weil die Ebene, wenn sie nicht ganz der Fläche angehören 
soll, nur eine eigentliche oder eine zerfallende Kurve zweiter 
Ordnung mit der Fläche gemein haben kann. Es müfsten somit 
die drei Ebenen verschieden sein, welche durch je zwei dieser 
Ebenen gelegt werden können. Da zudem jede von ihnen eine 
Tangentialebene sein müfste, erhielte man in einem Punkte drei 
Tangentialebenen, was nicht angeht. 

Hiernach zerfallen die Ebenen des Raumes der Fläche gegen- 
über in zwei Gruppen: die Ebenen der einen Gruppe schneiden 
in einem eigentlichen reellen Kegelschnitt; die der andern Gruppe, 
die Tangentialebenen, haben ein reelles Geradenpaar mit der 
Fläche gemein. 

Für jedes beliebige Polartetraeder erhalten zwei Quadrate das 
positive, zwei das negative Vorzeichen. 

14. Durch jeden Punkt des Raumes, der der gegebenen 
Fläche IC) nicht angehört, kann man an die Fläche sowohl 
schneidende als auch nichtschneidende Gerade ziehen. Davon 
überzeugt man sich am leichtesten, wenn man den Satz benutzt, 
nach welchem keine Gerade ganz im Innern eines Kegels liegen 
kann. Nach diesem Satze mufs jede Gerade der Fläche und 
somit auch die Fläche selbst ganz im Äufsern des Tangential- 
kegels liegen, der von dem gegebenen Punkte ausgeht. Somit 
können die vom Scheitel dieses Kegels in das Innere gezogenen 
Geraden keinen Punkt mit der Fläche gemein haben, während 
die von diesem Punkte ausgehenden Geraden, welche im Aufsern 
des Kegels liegen, die Fläche schneiden müssen. 

Will man von diesem Satze keinen Gebrauch machen, so 
kann man in folgender Weise verfahren. Es sei (gi . . . g 4 ) ein 
beliebiger Punkt, welcher nicht der Fläche angehört, dessen 
Koordinaten also der Bedingung genügen: 

£2 1 £2 — £2 £2^0 

Für die Verbindungslinie desselben mit einem Punkte- (x') 
sind die Koordinaten den Gröfsen 

x/ + Qg l9 x 2 ' + Qg 2 , x 8 ' + (>&», x 4 ' + (>g 4 
proportional. Daher ergeben sich die Schnittpunkte mit der 
Fläche IC) aus der Gleichung: 

9* 
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Q* (gl -h g| — g§ - SD + *Q ((&*' + g*x 2 ' - g 3 x 3 ' -g 4 x 4 ') 

Um eine nichtschneidende Gerade zu erhalten, wähle man für 
den Fall, dafs g j + g> - g{ - gj > ist, 

xs = x 4 ' = 0, Xi 'g t + x 2 'g 2 = 0, 
und für gf+g 2 2 - gl-gf<0 

Xi ' = x 2 ' = 0, x 8 'g 3 + X4'g 4 = 0. 

In ähnlicher Weise findet man schneidende Gerade; indessen 
ist es nicht nötig, das eigens zu beweisen, da offenbar von jedem 
Punkte (g) Linien ausgehen, von denen die Fläche geschnitten wird. 

15. Für die geradlinigen Flächen gilt folgender Satz: 

Durch jede Gerade, welche die Fläche in zwei 
Punkten schneidet, gehen auch zw r ei Tangentialebenen, 
und durch eine nichtschneidende Gerade lassen sich 
auch keine Tangentialebenen legen. Zwei windschief 
zu einander gelegene reciproke Polare sind entweder 
beide schneidende oder beide nichtschneidende Gerade. 

Wenn eine Gerade die Fläche in den Punkten 1 und 2 
schneidet, so gehen durch 1 zwei Gerade gi und h t und durch 
2 zwei Gerade g 8 und h 2 hindurch; hier sollen gi und g 2 der- 
selben Schar angehören und ebenso 1^ und h 2 . Dann lälst sich 
sowohl durch g x und h 2 , wie durch g 2 und hi eine Ebene legen; 
jede von ihnen ist eine Tangentialebene, welche durch die Punkte 
1 und 2, also durch die gegebene Gerade geht. 

Geht umgekehrt durch eine Gerade 1 eine Tangentialebene, 
ohne dafs der Berührungspunkt in 1 liegt, so wird 1 von den 
beiden in dieser Ebene gelegenen Erzeugenden geschnitten; die 
Gerade 1 hat also zwei Schnittpunkte mit der Fläche. 

Es seien jetzt 1 und 1' zwei reciproke Polare, die keinen 
Punkt gemeinschaftlich haben. Wenn 1 die Fläche nicht schneidet, 
so kann durch 1' keine Tangentialebene gehen; also hat auch 1' 
keinen Schnittpunkt mit der Fläche. Wird umgekehrt 1 von der 
Fläche geschnitten, so gehen die in ihren Schnittpunkten an die 
Fläche gelegten Tangentialebenen durch 1'; demnach hat auch 1' 
zwei Schnittpunkte mit der Fläche. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch durch folgende 
Erwägung. Eine beliebige Gerade, von der die Fläche nicht 
berührt wird, wählt man zu der einen Kante des Polartetraeders. 
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Indem man dies Tetraeder zur Koordinatenbestimmung benutzt 
und den Einheitspunkt passend wählt, kann man der Gleichung 
der Fläche die Form I C) geben. Diese Fläche wird aber sowohl 
von der Geraden x x = x 2 = 0, wie von ihrer reciproken Polaren 
nicht geschnitten; dagegen sind die beiden Geraden xi =x 3 =0 
und x 8 = x 4 = Sekanten der Fläche. Damit die Tangential- 
ebene 

XjX^ — p XgXj XgXg ^4^4 == ^ 

durch die Gerade x x =x 2 =0 hindurchgeht, mufs x s ' = x 4 ' = 
sein u. s. w. Daraus ergeben sich wieder die obigen Behaup- 
tungen. 

16. Um eine neue Entstehungsweise der Fläche IC) kennen 
zu lernen, schlagen wir folgenden Weg ein. Wir wählen drei 
windschiefe Gerade und auf jeder drei Punkte willkürlich aus. 
Durch diese neun Punkte legen wir eine Fläche zweiter Ordnung. 
(Dafs durch diese neun Punkte eine einzige Fläche hindurchgeht, 
ergiebt sich unmittelbar aus den folgenden Erwägungen.) Der 
konstruierten Fläche gehören (nach § 11, 8) die drei Geraden 
vollständig an. Durch jeden Punkt einer dieser Geraden kann 
man aber eine gerade Linie legen, welche die beiden anderen 
Linien schneidet. Diese Gerade hat drei und somit alle ihre 
Punkte mit der Fläche gemein. Demnach liegt jede Gerade, 
welche die drei gegebenen Linien schneidet, in der Fläche. Diese 
enthält also eine Schar zu einander windschiefer Geraden. 

Die durch irgend drei Linien hi, h 8 , h 3 dieser Schar gelegte 
Fläche zweiter Ordnung mufs jede Gerade g enthalten, welche 
die drei Linien hi, h 2 , h 8 schneidet; auf der Fläche liegt daher 
eine zweite Schar von Geraden. Daraus folgt der Satz: 

Wenn eine gerade Linie sich so bewegt, dafs sie 
immer durch drei gegebene windschiefe Gerade hin- 
durchgeht, so erzeugt sie eine Fläche zweiter Ordnung. 

17. Stellt man die Gleichung eines Kegels durch drei Qua- 
drate dar, so gelangt man auf eine der beiden Formen: 

IIA) x?+x!+x§=0, 

IIB) x» +x|— x| =0. 

Diese beiden Arten, der imaginäre und der reelle Kegel, sind 

bereits in § 10, 7 — 9 eingehend charakterisiert. Wir erinnern 

nur noch daran, dafs für den imaginären Kegel kein Strahl in 
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seine Polarebene fällt. Auch wollen wir nochmals darauf hin- 
weisen, dafs einem reellen Kegel gegenüber die Ebenen des 
Raumes in zwei Hauptgruppen zerfallen, jenachdem sie durch die 
Spitze gehen oder nicht. Die Ebenen der zweiten Gruppe werden 
von jeder Erzeugenden getroffen, haben also mit dem Kegel einen 
eigentlichen reellen Kegelschnitt gemeinschaftlich. Die Ebenen 
der ersten Gruppe zerfallen wieder in drei Unterabteilungen: ent- 
weder ist die gemeinschaftliche Linie ein reelles Geradenpaar 
(die Ebene schneidet den Kegel), oder sie ist eine Doppelgerade 
(die Ebene berührt den Kegel), oder das gemeinschaftliche Geraden- 
paar ist imaginär. 

18. Die Gleichung eines Ebenenpaares kann auf eine der 
beiden Formen gebracht werden: 

III A) x?+x! = 0, 

HIB) xf — x|=0. 

Im ersten Falle ist nur die singulare Gerade reell, die Ebenen 

selbst sind imaginär. Die Involution, welche durch die Zuordnung 

konjugierter Ebenen erzeugt wird, hat keine reellen Hauptebenen. 

Die Gleichung xf — x| =0 kann auch in der Form 

(xj — x 2 ) (xx + x») = 
geschrieben werden; sie stellt ein reelles Ebenenpaar dar. Die 
Ebenen desselben sind die Hauptebenen der Involution; zwei 
Ebenen sind konjugierte Polarebenen, wenn sie zu den Ebenen 
des Paares harmonisch liegen. 

19. Da für die Doppelebene eine weitere Einteilung nicht 
möglich ist, so erhalten wir folgende Einteilung der Flächen 
zweiter Ordnung: 

I. Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse: 

A) Imaginäre eigentliche Fläche zweiter Ordnung. 

B) Reelle ungeradlinige Fläche. 

C) Geradlinige Fläche. 

II. Kegelfläche zweiter Ordnung: 

A) Der imaginäre Kegel. 

B) Der reelle Kegel. 

III. Das Ebenenpaar: 

A) Das imaginäre Ebenenpaar. 

B) Das reelle Ebenenpaar. 

IV. Die Doppelebene. 
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Übungen : 

1) a) Ist für positive Werte von a ly a 2 , a 3 eine Fläche durch 
die Gleichung bestimmt 

"l X l +«2 X 1 +«8 X 3 = x !> 

so ist der Punkt (x') ein Aufsen- oder ein Innenpunkt, jenach- 
dem der Ausdruck 

ßiXi' , + «2X1'* + a 3 x 3 '* — x 4 * 

positiv oder negativ ist. 

b) Die Ebene (ui ... u 4 ) wird die Fläche schneiden, berühren 
oder ganz aufserhalb derselben liegen, jenachdem der Ausdruck 

u* u* u* 

^ + ^ + ^-uf 

«1 «2 ß 3 

einen positiven, verschwindenden oder negativen Wert hat. 

c) Welche von den Kanten des Koordinaten -Tetraeders 
schneiden die Fläche, und durch welche lassen sich Tangential- 
ebenen an dieselbe legen? 

d) Man vergleiche mit c) den in 11. angegebenen Lehrsatz. 

2) a) Welche von den Kanten des Koordinaten-Tetraeders 
schneiden die Fläche 

xf + xf - xf - x| = 0, 
und durch welche Kanten lassen sich Tangentialebenen an die 
Fläche legen? 

b) Man vergleiche hiermit den in 15. bewiesenen Lehrsatz. 

3) a) Man bestimme die geraden Linien der Fläche: 

Xj Xg — • X3 X4 =^ U. 

b) Man zeige, dafs jede Ebene Xi -f- ox 3 = und jede Ebene 
Xi + 0X4 = eine Tangentialebene der Fläche ist. Welches ist 
in jedem Falle der Berührungspunkt? 

c) Welche Lage zur Fläche hat eine beliebige durch je zwei 
Gegenkanten des Koordinaten-Tetraeders gelegte Gerade (erstens 
eine Gerade durch x t = x 2 = und x s = x 4 = 0, zweitens durch 
Xj = x 3 = und x 2 = x 4 = und drittens durch Xi = x 4 = 
und x 2 = x 3 = 0)? 

d) Man soll für die in c) angegebenen Geraden angeben, ob 
sich durch sie Tangentialebenen legen lassen oder nicht. 

4) Durch drei windschiefe gerade Linien eine Fläche zweiter 
Ordnung zu legen. 
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a) Man wähle in h 3 zwei Punkte beliebig aus und lege durch 
jeden unter ihnen eine Gerade, welche die Linien 1^ und h 2 
schneidet. Sind gi und g 2 diese geraden Linien, so wähle man 
die Ebenen (giA), (gi, h 2 ), (g 2 , h 2 ), (g 2 , h x ) zu Koordinaten- 
ebenen. 

b) Man lege der Untersuchung ein beliebiges Koordinaten- 
Tetraeder zu Grunde und denke sich den Punkt (x) so bestimmt, 
dafs sich durch ihn und die drei gegebenen Linien eine vierte 
Gerade hindurchlegen läfst. Es seien (g) und (tj) zwei Punkte 
der ersten, (g') und (tj') zwei Punkte der zweiten, (g") und (*/') 
zwei Punkte der dritten geraden Linie. Alsdann ziehe man durch 
den Punkt (x) und einen bestimmten Punkt (g + xrj) der ersten 
Geraden eine gerade Linie und frage nach den Bedingungen, 
unter denen diese die beiden andern gegebenen Geraden schneidet. 
Damit die durch die beiden Punkte (g') und (*/) gehende Gerade 
getroffen wird, müssen (für a = 1, 2, 3, 4) die Gleichungen be- 
friedigt werden: 

ga + Xf]a + Xx a = v& + Qrja'; 

ebenso mufs sein: 

ga + TCtja + flXa = 0§a" + TTja '. 

Das sind in den acht Gröfsen 1, x, Jt, p, — r, — p, — ö, 
— x acht lineare Gleichungen. Die Bedingung für die Lage des 
Punktes (x) besteht in dem Verschwinden einer Determinante, 
deren vier erste Zeilen sind: 

ga r\a Xa g« tja 0, 

während die vier letzten Zeilen sind: 

ga tja X« ga' r/a". 

c) Durch b) ist ein direkter Beweis dafür geliefert, dafs alle 
geraden Linien, von denen drei windschiefe gerade Linien ge- 
troffen werden, einer Fläche zweiter Ordnung angehören. 

d) Man zeige nachträglich, dafs die in b) gefundene Glei- 
chung eine« Fläche darstellt, welche durch die drei gegebenen 
Geraden geht. 

e) Zur Übung stelle man die Gleichung der Fläche in expli- 
citer Form auf. 

5) a) Sobald man von einer Fläche zweiter Ordnung zwei 
ihr angehörende windschiefe Gerade und einen Punkt kennt, kann 
man eine weitere Gerade der Fläche bestimmen. 
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(Es ist das diejenige Gerade, welche von dem gegebenen 
Punkte aus durch die beiden gegebenen Geraden hindurch gelegt 
werden kann.) 

b) Sobald man von einer Fläche zwei ihr angehörende wind- 
schiefe Gerade und eine Tangentialebene kennt, kann man noch 
eine weitere Gerade der Ebene bestimmen. 

6) a) Durch ein windschiefes Viereck und einen weiteren 
Punkt läfst sich eine einzige Fläche zweiter Ordnung legen. 

b) Wenn von einer Fläche zweiter Ordnung ein windschiefes 
Viereck und ein weiterer Punkt gegeben sind, so soll man die 
Tangentialebene der Fläche in dem gegebenen Punkte konstruieren. 

(Das Viereck sei aßyd, der Punkt n\ die Gerade durch x, 
aß, yd und die Gerade durch jr, da, ßy gehören der gesuchten 
Ebene an.) 

c) Wenn von einer Fläche zweiter Ordnung ein windschiefes 
Viereck und eine Tangentialebene gegeben sind, so soll man den 
Berührungspunkt der Ebene finden. 

d) Von einer Fläche zweiter Ordnung kennt man zwei wind- 
schiefe Gerade und aufserdem 

entweder drei Punkte, 

oder zwei Punkte und eine Tangentialebene, 
oder einen Punkt und zwei Tangentialebenen, 
oder drei Tangentialebenen; 
man soll weitere Erzeugende der Fläche bestimmen. 

7) a) Damit die Ebene x 4 = die Fläche 2a tx xiXx = 
berührt, mufs die Determinante 

a i i ^i 2 ai 3 
agi a 2 jj a 3 3 

^81 £32 a 33 

verschwinden. 

(Die der Tangentialebene und der Fläche gemeinsame Kurve 
mufs zerfallen.) 

b) Wie lautet hiernach die Bedingung dafür, dafs eine andere 
Koordinatenebene die Fläche berührt? 

8) a) Wenn eine gerade Linie drei Punkte mit einer Fläche 
zweiter Ordnung gemeinsam hat, so fällt sie ganz in die Fläche 
hinein. 

b) Wenn durch eine gerade Linie drei Tangentialebenen an 
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eine Fläche zweiter Ordnung gelegt werden können, so wird die 
Räche von jeder die Gerade enthaltenden Ebene berührt. 

(Die Gleichung, vermittelst deren die durch eine Gerade 
hindurchgehenden Tangentialebenen bestimmt werden, ist vom 
zweiten Grade; wenn diese drei Losungen hat, so müssen alle 
ihre Koefficienten verschwinden. Man kann den Beweis auch auf 
die Bemerkung gründen, dafs zu den Berührungspunkten der drei 
Tangentialebenen jeder Punkt der Geraden konjugierter Pol ist.) 

9) a) Man setze die Determinante aus den Koefficienten in 
der Gleichung der Fläche gleich A, und nenne A t diejenige 
Determinante, welche aus A durch Weglassung der letzten Zeile 
und Kolonne entsteht; ebenso bilde man aus Ai die Determinante 
A* und aus A 2 die A 3 . Alsdann ist: 

Ai = S± a n a i2 a 3 3, A* — a tl aj 2 — a^, As =a n . 

Wenn die Gleichung eine eigentliche imaginäre Fläche sein 
soll, so darf keine der vier Gröfsen A, Ai, A 2 , As verschwinden. 

(Für A = wird eine uneigentliche Fläche dargestellt; für 
Ai = ist die Ebene x* = eine reelle Tangentialebene; für 
A 2 = berührt die Gerade x 3 = x 4 = in einem reellen Punkte; 
für A 8 = gehört der Punkt (1, 0, 0, 0) der Fläche an.) 

b) Wenn die Werte von A, Ai, A„ A 3 sämtlich positiv mit 
Ausschlufs der Null sind, so kann man die Gleichung in vier 
positive Quadrate umwandeln. 

Die Gleichung J£a*xXiXx — coxf = stellt für e» = A : Ai 
einen Kegel dar. Demnach kann man im Anschlufs an Übung 2) a) 
von § 15 drei Koefficienten X, ^/, v so bestimmen, dafs für 

yi = x i + * x 4> y 2 = x 2 + ^ x 4> ya = x a + ^4 

identisch ist: 

2 aixxtxx — x" x| = 2 Zixyiyx. 

11... 4) A l (1,2,3) 

Jetzt behandle man die Form Uztxyiyx in gleicher Weise 
und gebe ihr die Gestalt: 

X* yi + ( a n 2 ! + 2a i2 z i z 2 + a 22 z i)- 

Indem man endlich noch setzt 

a il Z l I * a i2 Z l Z 2 I a 22 Z 2 == Ä~ Z 2 "T a il W l» 

erhält man für die gegebene Gleichung die Form: 
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A A A 

A l A 2 A 3 

c) Wenn keiner der vier Ausdrücke A, A x , A 2 , A 3 ver- 
schwindet, A und A 2 einen positiven, A x und A 3 einen negativen 
Wert haben, so kann man die gegebene Gleichung in eine Summe 
von vier negativen Quadraten umwandeln. 

d) Soll die Gleichung 2J2L lx x t x x = eine eigentliche imagi- 
näre Fläche darstellen, so müssen die drei Ausdrücke A, A 3 , 
A X A 8 einen positiven, nicht verschwindenden Wert haben. 

e) Wenn jede der drei Gröfsen A, Ai A 3 und A 2 einen posi- 
tiven, von null verschiedenen Wert hat, so haben die vier Koeffi- 
cienten au und die vier Determinanten 2 ± a« a*x zxx dasselbe 
Vorzeichen; ferner sind alle Determinanten a^ax* — a/ X 2 positiv 
und von null verschieden. 

(Man führe die in b) angegebene Umwandlung in anderer 
Reihenfolge aus.) 

f) Wenn A, Ai, A 2 , A 3 von null verschieden sind, so stellt 
die Gleichung eine reelle, nicht geradlinige Fläche dar, falls ent- 
weder 

a) diese vier Gröfsen negativ sind, 

ß) alle bis auf A 8 negativ sind, 

y) A und A! negativ, A 2 und A 3 positiv sind, 

6) alle bis auf A positiv sind, 

s) alle bis auf A 2 positiv sind, 

£) Ai und A a positiv, A und A 8 negativ sind, 

tj) A und A 2 positiv, Ai und A s negativ sind. 

(Man führe die in b) angegebene Transformation durch.) 

g) Wenn A, Ai, A 2 , A 8 von null verschieden sind, so stellt 
die Gleichung eine geradlinige Fläche dar, falls entweder 

a) alle bis auf A 3 positiv sind, 
ß) alle bis auf Ai positiv sind, 
y) A und A t positiv, A 2 und A 3 negativ sind, 

d) A und A 3 positiv, Ai und A 2 negativ sind, 

e) alle bis auf A 2 positiv sind, 
g) alle bis auf A negativ sind. 

h) Wenn A und A 2 von null verschieden, aber A t = ist, 
so stellt die Gleichung eine geradlinige oder ungeradlinige Fläche 
dar, jenachdem A 2 negativ oder positiv ist. 
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ij Wenn A* — ist, aber A and A f von null verschieden 
sind, so ist die Fläche geradlinig oder ungeradlinig, jenachdem A 
positiv oder negativ ist. 

(Man beachte die Linie, welche die obige Ebene y 3 = mit 
der Flache gemeinschaftlich hat.) 

k) Für A = stellt die Gleichung bekanntlich einen Kegel 
dar. Wenn jetzt außerdem noch Ai = A* = A» = ist, so geht 
entweder die Ebene x 4 = durch die Spitze des Kegels oder der 
Punkt (1, 0, 0, 0) ist die Spitze, oder drittens die Kante x 8 =x* =0 
gehört dem Kegel an und die beiden andern Schnittlinien der 
Ebenen x 5 = und x* = liegen mit der Kante x t = x t = 
in einer Ebene. 

I) Wenn A = ist, aber A 2 und das Produkt A! A 8 positiv 
sind, so stellt die Gleichung einen imaginären Kegel dar. 

m) Wenn A = 0, A 2 negativ, aber das Produkt A x A s positiv 
ist, so stellt die Gleichung einen reellen Kegel dar. 

n) Wenn A 2 von null verschieden, aber die drei mit A 2 
gebildeten dreireihigen Unterdeterminanten null sind, so stellt die 
Gleichung ein reelles oder imaginäres Ebenenpaar dar, jenachdem 
A 2 positiv oder negativ ist. 

(Man beachte die Übung 2) von § 16.) 

10) a) Von den vier Eckpunkten eines Polartetraeders einer 
ungeradlinigen Fläche zweiter Ordnung liegen stets drei im Äufsern 
und einer im Innern der Fläche; dagegen verteilen sich die vier 
Eckpunkte eines Polartetraeders für eine geradlinige Fläche zu 
zweien auf die beiden Raumteile, in welche der Raum durch die 
Fläche zerlegt wird. 

b) Wenn A negativ, A t , A 2 , A 3 positiv sind, so liegt jeder 
Punkt, für den 22l ix XiXx positiv ist, im Äufsern, und jeder Punkt, 
für den der Wert von 2zi X xix x negativ ist, im Innern der Fläche. 

II) Welche Arten von Schnittkurven kann eine Ebene 
haben 

a) mit einer eigentlichen Fläche zweiter Ordnung, 

b) mit einer Kegelfläche zweiter Ordnung, 

c) mit einem Ebenenpaare, 

d) mit einer Doppelebene? 

12) Welche Möglichkeiten bestehen nach der in Üb. 11) 
angegebenen Richtung: 
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a) für eine geradlinige Fläche, 

b) für einen reellen Kegel, 

c) für ein reelles Ebenenpaar, 

d) für eine ungeradlinige Fläche, 

e) für eine imaginäre Fläche, 

f) für einen imaginären Kegel, 

g) für ein imaginäres Ebenenpaar? 

13) a) Es giebt im allgemeinen zwei gerade Linien, von 
denen vier willkürlich gegebene gerade Linien getroffen werden. 

(Man lege durch drei von ihnen eine geradlinige Fläche 
zweiter Ordnung und bestimme die Schnittpunkte mit der vierten 
Geraden.) 

b) Es seien vier windschiefe gerade Linien gegeben; wenn 
die durch die drei ersten gelegte Fläche zweiter Ordnung die 
vierte Gerade in zwei reellen Punkten schneidet, so hat auch die 
durch irgend drei unter ihnen gelegte Fläche zweiter Ordnung 
jedesmal mit der übrigbleibenden Geraden zwei reelle Punkte 
gemeinschaftlich. 

c) Wenn von den vier windschiefen Geraden a, b, c, d die 
letzte eine Tangente ist an die durch die drei ersten gehende 
Fläche zweiter Ordnung, so ist auch die Gerade a eine Tangente 
an die durch b, c, d gelegte Fläche zweiter Ordnung. 

d) Wie ändern sich die unter b) und c) angegebenen Sätze, 
falls eine von den vier Geraden keinen Punkt mit der durch die 
drei andern gelegten Fläche gemeinschaftlich hat? 

e) Wenn vier im Räume gegebene windschiefe gerade Linien 
von drei Geraden getroffen werden, so mufs jede gerade Linie, 
welche irgend dreien von den gegebenen Geraden begegnet, auch 
die vierte treffen. 

14) a) Sobald eine Fläche zweiter Ordnung fünf Punkte mit 
einem Kegelschnitt gemeinschaftlich hat, gehört ihr derselbe ganz an. 

b) Eine Fläche zweiter Ordnung ist bestimmt durch einen 
in ihr gelegenen Kegelschnitt und vier weitere Punkte, welche 
nicht in einer Ebene liegen. 

c) Man kennt, nachdem die in b) angegebenen Gebilde be- 
kannt sind, aufser dem gegebenen noch vier weitere Kegelschnitte, 
welche auf der Fläche liegen. Demnach kann man auch die 
Schnittlinie der Fläche mit einer beliebigen Ebene bestimmen. 
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15) a) Zwei verschiedene Kegelschnitte können nur dann auf 
einer Flache zweiter Ordnung liegen, wenn sie mit der Schnitt- 
linie ihrer Ebenen dieselben beiden (reellen oder imaginären) 
Punkte gemeinschaftlich haben. 

b) Durch zwei in verschiedenen Ebenen gelegene Kegelschnitte, 
welche zwei Punkte gemeinschaftlich haben, und einen weiteren 
Punkt ist eine Flache zweiter Ordnung bestimmt. 

a) Man kennt die Schnittlinie einer jeden Ebene, welche 
durch den gegebenen Punkt gelegt werden kann. 

(Speciell wähle man auf dem ersten Kegelschnitt einen Punkt 
a, auf dem zweiten einen Punkt ß und lege durch a und ß und 
den gegebenen Punkt Jt eine Ebene; alsdann kennt man die 
Schnittlinie dieser Ebene mit der Fläche.) 

ß) Die beiden Kegel, welche den gegebenen Punkt zur Spitze 
und je eine der gegebenen Kurven zur Leitlinie haben, schneiden 
sich im allgemeinen (nach § 10) in vier Kanten, von denen zwei 
unmittelbar gegeben sind. Wenn die beiden andern Kanten reell 
sind, so gehören sie der gesuchten Fläche an; diese ist also 
geradlinig oder ungeradlinig, jenachdem diese Kanten reell oder 
imaginär sind. Schneidet eine beliebige durch eine der beiden 
Kanten gelegte Ebene den einen Kegelschnitt in x, den andern 
in X 9 so gehört auch die Gerade xX der Fläche an. 

16) a) Ein Kegelschnitt und eine gerade Linie können nur 
dann auf einer (eigentlichen) Fläche zweiter Ordnung liegen, wenn 
sie einen Punkt gemeinschaftlich haben. 

b) Durch einen Kegelschnitt und zwei ihn schneidende wund- 
schiefe gerade Linien läfst sich ein Kegelschnitt legen. 

c) Wieviel Punkte werden durch die Forderung vertreten, 
dafs eine Fläche zweiter Ordnung durch einen Kegelschnitt und 
eine ihn schneidende Gerade hindurchgehen soll? 

d) Kennt man von einer Fläche zweiter Ordnung einen 
Kegelschnitt, eine Gerade und einen Punkt, so kennt man noch 
eine weitere gerade Linie der Fläche. 

e) Durch einen Kegelschnitt, zwei denselben und einander 
schneidende gerade Linien und einen Punkt ist eine Fläche zweiter 
Ordnung bestimmt. 
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f) Wie findet man, nachdem die in e) genannten Gebilde 
gegeben sind, die beiden von dem Punkte ausgehenden Geraden 
der Fläche? 

Metrische Einteilung der Flächen zweiter Ordnung. 

1. Für die weitere Einteilung der Flächen zweiter Ordnung 
betrachten wir die verschiedenen Lagen, welche die unendlich- 
ferne Ebene den einzelnen Flächen gegenüber einnehmen kann, 
die wir im vorigen Paragraphen gefunden haben. Um die Dar- 
stellung zu erleichtern, lassen wir eine der Koordinatenebenen 
mit der unendlichfernen Ebene zusammenfallen und wählen die 
drei andern Ebenen so, dafs die Gleichung möglichst einfach wird. 
Wenn die unendlichferne Ebene die Fläche nicht berührt, so 
lassen wir sie mit den drei andern Koordinatenebenen ein Polar- 
tetraeder bilden. Ist aber jene Ebene eine Tangentialebene, so 
lassen wir die Fläche auch durch eine zweite Koordinatenebene 
berührt werden; durch den Schnitt dieser beiden Ebenen legen 
wir zwei Ebenen eines Polartetraeders und nehmen die beiden 
andern Ebenen desselben als Koordinatenebenen hinzu. Auf diese 
Weise erhalten wir für die eigentlichen Flächen zweiter Ordnung 
eine der in § 18, 5 oder § 18, 7 angegebenen Formen. In der 
letzten Form sind die Ebenen x ? + x 4 = und x 3 — x 4 = 
Tangentialebenen; diese ist also zu wählen, wenn die unendlich- 
ferne Ebene Tangentialebene ist. Als die drei eigentlichen Ebenen 
des Koordinatensystems wählen wir die Ebenen x = 0, y = 0, 
2 = 0; die unendlichferne Ebene soll durch die Gleichung p = 
gegeben sein. Wir werden jedoch die Bezeichnung des § 8 
wieder benutzen und demnach, wo es angeht, p durch 1 ersetzen. 
Auch den Einheitspunkt wählen wir, wie an der bezeichneten 
Stelle; daher müssen wir die Koefficienten in den Gleichungen 
ausdrücklich beifügen. 

Durch unsere Festsetzungen ist das Koordinatensystem nicht 
eindeutig bestimmt; vielmehr giebt es eine dreifach unendliche 
Mannigfaltigkeit von Systemen, die unseren Forderungen genügen. 
Eine passende Specialisierung würde darin bestehen, zu verlangen, 
dafs das Koordinatensystem rechtwinklig sein soll. Indessen 
wollen wir darauf hier nicht eingehen, einerseits, weil es uns 
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auch ohnedies möglich wird, die Flachen zu charakterisieren, 
andererseits, weil diese Aufgabe an einer späteren Stelle eingehend 
behandelt werden soll. 

2. Jede durch die Gleichung IA) dargestellte Fläche hat 
allen Ebenen gegenüber dieselbe Lage; daher kann auch die Ein- 
fuhrung der unendlichfernen Ebene keine weitere Einteilung her- 
beifuhren« Man kann daher jede Flache dieser An in Cartesischen 
Koordinaten durch eine Gleichung von der Form darstellen: 

x 2 v* z 2 

3. Einer ungeradlinigen reellen Fläche zweiter Ordnung gegen- 
über haben die Ebenen drei verschiedene Lagen: eine Ebene kann 
eine solche Flache entweder schneiden oder berühren oder ganz 
außerhalb derselben liegen. Demnach zerfallen diese Rächen in 
drei Klassen: 

a) solche, welche mit der unendlichfernen Ebene keinen Punkt 
gemein haben, 

b) solche, welche von der unendlichfernen Ebene geschnitten 
werden, 

c) solche, welche von der unendlichfernen Ebene berührt 
werden. 

Die Gleichung wird im Falle 



x 2 y* z 2 



im Falle 



im Falle 



Y? xrt 7% 



»9<>ii + fi-£ 



4. Der Schnitt einer jeden Ebene mit der Fläche IB) a) ist 
eine Ellipse, da die Schnittlinie einerseits ein eigentlicher Kegel- 
schnitt sein mufs, andererseits keine unendlichfernen Punkte ent- 
halten darf. Der Mittelpunkt als Pol der nichtschneidenden un- 
endlichfernen Ebene liegt im Innern der Fläche; jeder Durchmesser 
schneidet in zwei reellen Punkten. Wie die Gleichung zeigt, liegt 
die Fläche ganz im Innern eines Parallelepipedons, dessen Mittel- 
punkt mit dem der Fläche zusammenfällt, dessen Kanten den 
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Koordinatenaxen parallel sind und der Reihe nach die Längen 2a, 
2b, 2c haben. Jede solche Fläche heifst ein Ellipsoid. 

5. Die Fläche I B) b) wird von zwei Koordinatenebenen (den 
Ebenen y — und z = 0) in Hyperbeln geschnitten, während die 
dritte (die Ebene x = 0) ganz in ihrem Äufsern liegt. Da ihre 
unendlichfernen Punkte mit den unendlichfernen Punkten des 
Asymptotenkegels 

x 2 _ y 2 _ z 2 _ 

a* b* c 2 
identisch sind, so wird der Charakter der Linie, in welcher die 
Fläche von einer Ebene geschnitten wird, durch die Lage der 
Ebene zum Asymptotenkegel bestimmt. Alle Ebenen, welche nur 
einen Mantel dieses Kegels treffen, ohne zu einer seiner Tan- 
gentialebenen parallel zu sein, gehen durch keinen unendlichfernen 
Punkt der Fläche, schneiden dieselbe also entweder gar nicht oder 
in einer Ellipse. 

Wenn aber die Ebene zu einer Tangentialebene des Kegels 
parallel ist, so hat sie nur einen unendlichfernen Punkt mit der 
Fläche gemein; sie schneidet also eine Parabel aus ihr aus. Da- 
gegen enthält jede Ebene, welche beide Kegelmäntel trifft, zwei 
unendlichferne Punkte der Fläche und schneidet sie demnach in 
einer Hyperbel. Die Fläche zerfällt, wofern man von dem Zu- 
sammenhange im Unendlichfernen absieht, in zwei getrennte Teile; 
sie heifst ein zweischaliges Hyperboloid. 

6. Da eine beliebige Fläche IB) nur einen Punkt mit jeder 
Tangentialebene gemein hat, so besitzt die von der unendlich- 
fernen Ebene berührte Fläche IB) c) nur einen unendlichfernen 
Punkt. Die Schnittlinie mit einer Ebene kann also keine Hyperbel 
sein. Im allgemeinen wird die Fläche von einer Ebene in einer 
Ellipse geschnitten; nur diejenigen Ebenen, welche durch den 
unendlichfernen Punkt hindurchgehen, welche also zur z-Axe 
parallel sind, schneiden aus der Fläche eine Parabel aus. Alle zu 
dieser Axe parallelen Geraden schneiden die Fläche in einem 
(eigentlichen) Punkte; sie werden Durchmesser der Fläche genannt. 
Wie die Gleichung zeigt, liegt die Fläche ganz auf der einen Seite 
der xy-Ebene. Sie heifst ein elliptisches Paraboloid. 

7. Die geradlinigen Flächen IC) werden von einer Ebene 
entweder geschnitten oder berührt; demnach mufs auch die 

Killing, Lehrbach der analyt. Geometrie. IL 10 
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unendlichferne Ebene entweder schneiden oder berühren. Eine 
solche Fläche kann also in Cartesischen Koordinaten entweder 
durch eine Gleichung von der Form: 

iq aV L' + y 2 . z l = i 

L ^) a J- a jt^ c* 
oder von der Form 

IC >">^-£-7 

dargestellt werden. 

8. Die Fläche I C) a) liegt ganz im Äufsern des Asymptoten- 
kegels. Wenn eine Ebene nur einen Mantel dieses Kegels trifft, 
so schneidet sie die Fläche in einer Ellipse; wenn sie zu einer 
Tangentialebene desselben parallel ist, so ist die Schnittlinie eine 
Parabel; dagegen hat eine Ebene, welche beide Kegelmäntel trifft, 
mit der Fläche eine Hyperbel gemein (Beweis wie in 5.). Schon 
daraus, dafs durch jeden Punkt der Fläche zwei in ihr gelegene 
Gerade gehen, folgt unmittelbar, dafs die Fläche nicht aus ge- 
trennten Zweigen bestehen kann. Sie wird als ein einschaliges 
Hyperboloid bezeichnet. 

9. Die Fläche IC) b) besitzt zwei unendlichferne Gerade. 
Jede Ebene, welche durch eine dieser beiden Geraden geht, ent- 
hält noch eine Gerade der andern Schar. Somit sind alle Geraden 
derselben Schar einer festen Ebene parallel. Man kann die Fläche 
dadurch erzeugt denken, dafs man eine Gerade so bewegt, dafs 
sie einer festen Ebene parallel bleibt und zwei gegebene Gerade 
schneidet. Jede Ebene trifft die beiden unendlichfernen Geraden 
in einem Punkte; diese beiden Punkte fallen nur in dem Schnitt- 
punkte der beiden Geraden zusammen. Daher schneiden die- 
jenigen Ebenen, welche zur z-Axe parallel sind (welche mit andern 
Worten einen und damit unendlichviele Durchmesser enthalten 
und selbst Durchmesserebenen genannt werden), die Fläche in 
einer Parabel, alle andern in einer Hyperbel. Die Fläche heifst 
ein hyperbolisches Paraboloid. 

10. Wir wollen jetzt dazu übergehen, die Kegel weiter ein- 
zuteilen, als es im vorigen Paragraphen geschehen konnte. Dabei 
beachten wir, dafs es Sitte ist, alle geradlinigen Flächen, deren 
Erzeugenden einander parallel sind, als Cy lind er zu bezeichnen. 
Daher nennen wir jetzt diejenigen Flächen, welche wir bisher 
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kurz Kegel genannt haben, Kegel im weiteren Sinne und 
unterscheiden diese wieder als eigentliche Kegel (oder Kegel 
im engern Sinne) und Cy lind er, jenachdem die Spitze im End- 
lichen oder im Unendlichfernen liegt. 

Für die durch die Gleichung II A) dargestellte Fläche ist die 
Spitze entweder ein eigentlicher oder ein uneigentlicher Punkt. 
Im ersten Falle erhalten wir die Gleichung: 

Y^ v^ 7^ 

IIA)a):^ + ^ + ^ = 0, 



x 2 y 2 



im zweiten Falle: 

IIA)b):^ + k + l = 0. 

Die Fläche IIA) a) nennen wir einen imaginären Kegel 
im engern Sinne, die Fläche IIA) b) einen imaginären Cy- 
linder. 

11. Bei den Flächen, welche durch die Gleichung IIB) dar- 
gestellt werden können, haben wir an erster Stelle zu unter- 
scheiden, ob die Spitze ein eigentlicher oder ein uneigentlicher 
Punkt ist. Im ersten Falle wird die Gleichung: 

y2 v^ 7 2 

Diese Fläche heifst ein reeller (eigentlicher) Kegel. Wenn 
die zu einer beliebigen Ebene durch den Scheitel gelegte Parallel- 
ebene aufserhalb des Kegels liegt, so kann auch die erste Ebene 
keinen unendlichfernen Punkt der Fläche enthalten; die Schnitt- 
linie ist eine Ellipse, und da diese geschlossen ist, gehört sie 
einem einzigen Mantel des Kegels an. Wenn dagegen die parallele 
Ebene den Kegel berührt, so hat auch die Schnittlinie mit der 
ersten Ebene nur einen unendlichfernen Punkt; sie ist eine Parabel. 
Durchschneidet die parallele Ebene in zwei Geraden, so gehören 
auch die unendlichfernen Punkte dieser Geraden der gegebenen 
Ebene und damit deren Schnittlinie an; diese ist eine Hyperbel, 
welche als eine in zwei Teile zerfallende Linie zum Teil je einem 
Mantel angehören mufs. 

12. Für den Fall, dafs die unendlichferne Ebene durch die 
Spitze des Kegels hindurchgeht, haben wir nach § 18, 18 zu 
unterscheiden, ob diese Ebene in zwei imaginären oder in zwei 

10* 
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reellen Geraden durchschneidet, oder ob sie eine Tangentialebene 
ist. Dadurch erhalten wir drei verschiedene Formen: 

II B) d) : x 2 = 2ay. 

13. Im Falle IIB) b) ist die Spitze der einzige unendlich- 
ferne Punkt. Während alle durch sie hindurchgehenden Ebenen 
in einem (reellen oder imaginären) Linienpaare schneiden, haben 
alle anderen Ebenen, nämlich alle diejenigen, welche nicht zu den 
Erzeugenden parallel sind, mit der Fläche eine Ellipse gemein- 
schaftlich, da dies die einzige eigentliche Kurve zweiter Ordnung 
ohne unendlichfernen Punkt ist. Man kann die Fläche dadurch 
erzeugen, dafs man eine Gerade sich parallel ihrer Anfangsrichtung 
längs einer Ellipse bewegen läfst. Sie heifst ein elliptischer 
Cylinder. 

14. Die durch die Gleichung IIB) c) dargestellte Fläche hat 
zwei unendlichferne Gerade. Jede durch eine dieser Geraden 
gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer zweiten Geraden, 
wenn sie nicht längs der unendlichfernen Geraden berührt. Geht 
die Ebene nur durch die unendlichferne Spitze des Kegels, so 
enthält sie zwei oder eine oder keine Erzeugende. Jede andere 
Ebene dagegen trifft die beiden unendlichfernen Geraden; ihre 
Schnittlinie hat zwei unendlichferne Punkte und ist somit eine 
Hyperbel. Somit gehen durch die Axe der Fläche (die z-Axe) 
zwei Ebenen von der Art, dafs sie keinen eigentlichen Punkt mit 
der Fläche gemein haben; es sind die Ebenen, welche längs einer 
der unendlichfernen Geraden berühren. Die zur Axe parallelen 
Ebenen schneiden in Erzeugenden, alle andern Ebenen in Hyperbeln. 
Die Fläche wird erzeugt, wenn sich eine gerade Linie parallel 
ihrer Anfangsrichtung längs einer Hyperbel bewegt. Daher wird 
sie ein hyperbolischer Cylinder genannt. 

15. Der Gleichung IIB) d) genügt eine Fläche, welche nur 
eine unendlichferne Gerade besitzt und längs derselben von der 
unendlichfernen Ebene berührt wird. Jede durch diese Gerade 
gehende Ebene schneidet in einer eigentlichen Geraden. Alle 
andern Ebenen treffen die unendlichferne Ebene in einem Punkte. 
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Wenn dieser Punkt nicht mit der Spitze zusammenfällt, so ist die 
Schnittlinie eine eigentliche Kurve zweiter Ordnung, welche einen 
einzigen unendlichfernen Punkt besitzt, eine Parabel. Somit treffen 
alle eigentlichen Ebenen von einer festen Stellung die Fläche in 
einer Geraden; die zur Axe parallelen Ebenen schneiden in Er- 
zeugenden, alle andern Ebenen in einer Parabel. Die Fläche, ein 
parabolischer Cylinder, entsteht dadurch, dafs sich eine gerade 
Linie parallel einer festen Richtung längs einer Parabel bewegt. 

16. Gehen wir jetzt zu den Ebenenpaaren über. Beim ima- 
ginären Ebenenpaare haben wir zu unterscheiden, ob die Axe eine 
eigentliche oder eine uneigentliche Gerade ist. Wir erhalten die 
beiden Gleichungen: 

fflA) *):£ + £ -0. 

III A) b): x 2 + a 2 = 0. 
Die erste stellt ein Paar schneidender, die zweite ein Paar 
paralleler imaginärer Ebenen dar. 

17. Wenn die Axe eines reellen Ebenenpaares eine eigent- 
liche Linie ist, so müssen auch die beiden Ebenen eigentliche 
Ebenen sein; die Gleichung ist in diesem Falle: 

IIIB)a):^-^ = 0. 

Dagegen sind in dem Falle, dafs die Axe im Unendlichfernen 
liegt, die Ebenen selbst entweder beide eigentliche Ebenen, die 
zu einander parallel sind, oder die eine Ebene fällt mit der un- 
endlichfernen Ebene zusammen. Wie wir im Anfange dieses 
Paragraphen gesagt haben, soll die unendlichferne Ebene die Glei- 
chung p = erhalten. Somit werden wir auf die beiden Unter- 
abteilungen geführt: 

HIB) b): x* = a 2 . 

HIB) c): xp = 0. 

18. Was die Doppelebene betrifft, so haben wir zu unter- 
scheiden, ob dieselbe eine eigentliche Ebene ist und durch die 

Gleichung : 

IV a) x 2 = 

dargestellt werden kann, oder ob sie im Unendlichfernen liegt 
und dann die Gleichung erhält: 

IV b) p 2 = 0. 
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19. Soll die Flache in Cartesischen Koordinaten durch eine 
Gleichung zweiten Grades dargestellt werden, so fallen die Formen 
III B) c) und IV b) aus ; die übrigen Flächen gestatten folgende 
Einteilung: 

x 2 v* z 2 
IA) -^ + c^"l — i+ I =0: imaginäre eigentliche Flache 

zweiter Ordnung. 
I B) a) : £ + g + £ = 1 : Ellipsoid. 

I B) b): — — £-- ^ = 1: zweischaliges Hyperboloid. 

I B) c) : — -f- r^ = — : elliptisches Paraboloid. 

x 2 v 2 z 2 

IC) a): — + £- == 1 : einschaliges Hyperboloid. 

a u c 

X 2 V 2 2z 

I C) b): — — ^ = — : hyperbolisches Paraboloid. 

x^ v 2 z 2 

II A) a) : — + «- + — = : imaginärer Kegel, 
a d c 

x* v* 
IIA) b): ~^ + r^ + I = ö: imaginärer Cylinder. 

11 B ) a ) : ^+b* = <T* : redler KegeL 

x 2 v 2 

H B) b) : - + j^ = 1 : elliptischer Cylinder. 

II B) c) : — — ^«1: hyperbolischer Cylinder. 

IIB) d): x 2 = 2ay: parabolischer Cylinder. 

x 2 v 2 

III A) a): — -}-r^ = 0: Paar von imaginären schneidenden 

a b Ebenen. 

III A) b): x 2 + a 2 = 0: Paar von imaginären parallelen Ebenen. 

x 2 y 2 
HIB) a): -z — f- =a 0: Paar von reellen schneidenden Ebenen. 
a 2 b 2 

HIB) b): x 2 = a 2 : Paar von reellen parallelen Ebenen. 

IV x 2 = 0: Doppelebene. 

Bei allgemeinen Koordinaten treten noch die Formen III B) c) 
und IV b) hinzu. 
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Übungen : 

1) In welche Arten zerfallen die eigentlichen Kurven zweiter 
Ordnung, welche auf Flächen zweiter Ordnung liegen, und zwar 

a) auf einer imaginären Fläche, 

b) auf einem Ellipsoid, 

c) auf einem einschaligen Hyperboloid, 

d) auf einem zweischaligen Hyperboloid, 

e) auf einem elliptischen Paraboloid, 

f ) auf einem hyperbolischen Paraboloid, 

g) auf einem imaginären Kegel, 
h) auf einem reellen Kegel, 

i) auf einem elliptischen Cylinder, 
k) auf einem hyperbolischen Cylinder, 

1) auf einem parabolischen Cylinder? 

2) a) Was für Linienpaare liegen auf den einzelnen unter 1) 
angegebenen Flächen? 

b) Welche von diesen Flächen haben mit einer Berührungs- 
ebene eine (einzige) gerade Linie gemein? 

c) Bei welchen Flächen kann es vorkommen, dafs sie mit 
einer Ebene, welche nicht längs einer geraden Linie berührt, eine 
einzige (eigentliche) Gerade gemein haben? Wie müssen diese 
Ebenen dann gewählt werden? 

3) a) Jeder beliebige Durchmesser kann zur Axe eines um 
ein Ellipsoid beschriebenen Cylinders gewählt w T erden. Welches 
ist die Ebene, längs deren Schnittlinie die Fläche von dem Cylinder 
berührt wird? 

b) Einem Ellipsoid können nur elliptische Cylinder umge- 
schrieben werden. 

c) Jeder Durchmesser eines einschaligen Hyperboloids kann 
zur Axe eines Tangentialcylinders der Fläche gewählt werden. 
Die Cylinder sind entweder hyperbolisch oder elliptisch; wo liegen 
die Axen in jedem der beiden Fälle? Kann die Axe auf dem 
Asymptotenkegel liegen? 

d) Wo liegen die Axen aller einem zweischaligen Hyperboloid 
umgeschriebenen Cylinder? Welcher Art sind dieselben? 

4) a) Paraboloide können nur durch parabolische Cylinder 
berührt werden. 

b) Welche Richtung können die Kanten eines ein Paraboloid 
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berührenden Cylinders nicht haben? Läßt sich für jede andere 
Richtung der Kanten ein Tangential-Cylinder bestimmen? 

c) Ist die Gleichung des Paraboloids in der Form IB) c) 
oder IC) c) gegeben, so soll die Ebene bestimmt werden, längs 
deren Schnittkurve ein Cylinder berührt, dessen Kanten der Geraden 
x = x', y = y', z = z' parallel sind. 

(Diese Ebene ist die Polarebene des Punktes Xi = x', x 2 = y', 

X 3 = Z', X4 = 0.) 

5) a) In Cartesischen Koordinaten x ly x 2 , x 3 möge die 
Gleichung 

Zzixiuxx + 2 2bixi + c = 
eine eigentliche Fläche darstellen. Diese wird ein Paraboloid, 
falls die Determinante -£±a 11 a 2 2a 9 3 verschwindet. 

b) Dies Paraboloid ist elliptisch, wofern der Ausdruck 

^11 ^22 — ^! 2 2 

von null verschieden positiv ist; dagegen stellt die Gleichung ein 
hyperbolisches Paraboloid dar, falls dieser Ausdruck, ohne zu ver- 
schwinden, negativ ist. 

cj Die obige Fläche wird imaginär oder ein Ellipsoid, falls 
die Ausdrücke a tl 2?±a n a 22 a 83 und a u a i2 — a^ einen posi- 
tiven, von null verschiedenen Wert haben. 

d) Falls die beiden in c) angegebenen Ausdrücke nicht ver- 
schwinden und mindestens einer von ihnen einen negativen Wert 
hat, stellt die Gleichung ein Hyperboloid dar. 

6) Sobald man von einem hyperbolischen Paraboloid zwei 
Erzeugende derselben Schar kennt, soll man die Ebene bestimmen, 
der die sämtlichen Erzeugenden dieser Schar parallel sind. 

(Entweder direkt zu lösen oder im Anschlufs an Üb. 5) b) 
in § 18.) 

7) Ein Paraboloid soll durch die Seiten eines windschiefen 
Vierecks gehen. 

a) Man bestimme die Durchmesserrichtung [§18; Üb. 6) c)]. 

b) Man konstruiere die Schnittlinie der Fläche mit einer 
Ebene, in welcher die Durchmesserrichtung enthalten ist. 

c) Man bestimme direkt die Stellungen der beiden Ebenen, 
denen die Erzeugenden je einer Schar parallel sind. 

8) a) Die Geraden, welche durch einen beliebigen Punkt des 
Raumes parallel zu den Erzeugenden der einen Schar eines ein- 
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fachen Hyperboloids gezogen werden können, sind die Erzeugenden 
eines Kegels. 

b) Dieser Kegel wird auch erhalten, wenn man durch den 
ausgewählten Punkt die Parallelen zu den Erzeugenden der andern 
Schar zieht. 

c) Die Geraden, welche man durch einen beliebigen Punkt 
des Raumes parallel zu den Erzeugenden der einen Schar eines 
hyperbolischen Paraboloids zieht, bilden einen ebenen Strahlen- 
büschel. 

9) a) Wenn eine Ebene parallel ist zu einer Ebene, in welcher 
zwei parallele Erzeugende eines einschaligen Hyperboloids liegen, 
so schneidet sie die Fläche in einer Parabel. 

b) Alle Ebenen, welche durch einen Punkt gehen und ein 
gegebenes Hyperboloid in Parabeln schneiden, umhüllen einen 
Kegel zweiter Ordnung. 

10) a) Wenn man von einer Fläche zweiter Ordnung zwei 
in ihr gelegene windschiefe gerade Linien und die Richtung einer 
Geraden des Asymptotenkegels kennt, so soll man diejenige Er- 
zeugende der zweiten Schar angeben, welche in der gegebenen 
Richtung liegt [§ 18, Üb. 5) a)]. 

b) Wenn auf einer Fläche zweiter Ordnung drei Erzeugende 
einer Schar gegeben sind, so soll man zu jeder unter ihnen die 
parallele Gerade der andern Schar bestimmen. 

c) Wenn von einer solchen Fläche drei Erzeugende einer 
Schar gegeben sind, so soll man den Mittelpunkt finden. 

(Eine durch zwei einander parallele Erzeugende gelegte Ebene 
enthält den Mittelpunkt.) 

d) Wie kann man hiernach erkennen, ob die Fläche ein 
Hyperboloid oder ein Paraboloid ist? 

11) Sobald drei zu einer Schar gehörende Erzeugende einer 
Fläche derselben Ebene parallel sind, ist die Fläche ein Paraboloid. 

12) Ein Paraboloid soll durch zwei windschiefe Gerade und 
aufserdem 

a) durch zwei Punkte gehen, 

b) durch einen Punkt gehen und eine bestimmte Tangential- 
ebene haben, 

c) zwei gegebene Ebenen berühren. 
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Man soll beliebig viele Punkte und Tangentialebenen der 
Fläche konstruieren [§ 18, Üb. 5) d)]. 

13) a) Durch den Asymptotenkegel und einen Punkt ist eine 
Fläche zweiter Ordnung bestimmt. 

b) Wo hat man den Punkt zu wählen, jenachdem die Fläche 
ein einschaliges oder zweischaliges Hyperboloid sein soll? 

c) Durch den Asymptotenkegel und eine Tangentialebene ist 
eine Fläche zweiter Ordnung bestimmt. 

d) Wird in c) durch die Lage der Ebene zum Kegel der 
Charakter der Fläche bestimmt? 

14) a) Wenn man einen Kegel kennt, der zum Asymptoten- 
kegel parallel ist, und aufserdem vier Punkte der Fläche, so soll 
man diese konstruieren. 

b) Eine Kegelschar zweiter Ordnung habe die Eigenschaft, 
dafs jede ihr angehörende Gerade eine Fläche nur in einem Punkte 
schneidet; aufserdem kennt man vier Punkte derselben; man soll 
sie konstruieren. 

c) Man übertrage die Aufgabe a) auf das Paraboloid. 

15) a) Durch ein Tripel konjugierter Durchmesser und drei 
Punkte ist eine Fläche zweiter Ordnung im allgemeinen bestimmt. 

b) Durch ein Tripel konjugierter Durchmesser und zwei 
Punkte der Fläche ist diese noch nicht bestimmt, obwohl man 
16 Punkte der Fläche kennt. Man kann vielmehr durch diese 
16 Punkte einen Kegel zweiter Ordnung legen, der den Scheitel 
des gegebenen Dreikants zum Mittelpunkte hat. Ebenso läfst sich 
durch diese Punkte ein Cylinder legen, der eine Gerade des 
Tripels zur Axe hat. 

c) Alle Flächen zweiter Ordnung, welche ein gegebenes 
Tripel konjugierter Durchmesser haben und durch einen Punkt 
gehen, haben noch sieben andere Punkte gemeinschaftlich. 

16) Es seien x, y, z Cartesische Punktkoordinaten und u, 
v, w die zugehörigen Plückerschen Ebenenkoordinaten; man soll 
die Bedingung dafür angeben, dafs eine gegebene Fläche 

ax* + 0y* + /z* = 1 
von einer Ebene (u, v', w') in einer Parabel, Ellipse oder Hyperbel 
geschnitten wird. 
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§ 20. 

Die Oberflächen zweiter Klasse. 

1. Wir untersuchen diejenigen Flächen, deren Tangential- 
ebenen der Gleichung genügen: 

(1) A llU f + A 22 uf + A 33 u§ + A 44 u| + 2A l2Ul u 2 

+ 2A 13 u 1 u 3 + 2A 14 u x u 4 + 2A 23 u 2 u 3 
+ 2A 24 u 2 u 4 + 2A 34 u 3 u 4 = 0. 

Indem wir wieder annehmen, dafs 

(2) Aix = Axt 
ist, können wir die Gleichung (l) auch kurz in der Form schreiben : 

(3) ^a,xU£Ux = 0. 

Man sagt, eine Fläche sei von der nten Klasse, wenn 
die Bestimmung der Tangentialebenen, welche durch eine ge- 
gebene Gerade gelegt werden können, auf eine Gleichung nten 
Grades führt. Wenn eine Fläche durch eine homogene Gleichung 
nten Grades in Ebenenkoordinaten gegeben ist, so w T erden die 
durch die gerade Linie u 3 = u* = gehenden Tangentialebenen 
vermittelst einer Gleichung nten Grades bestimmt, nämlich der- 
jenigen Gleichung, die aus der Gleichung der Fläche durch Null- 
setzen von u 3 und u 4 hervorgeht. Nun ändert sich der Grad 
einer Gleichung beim Übergange zu einem neuen Koordinaten- 
systeme nicht; folglich führt die Aufsuchung der durch eine be- 
liebige Gerade gehenden Tangentialebenen auf eine Gleichung 
nten Grades. Wir können daher den Satz aussprechen: 

Wenn zwischen den Tangentialebenen einer Fläche 
eine homogene Gleichung nten Grades in Tetraeder- 
koordinaten besteht, so ist die Fläche von der nten 
Klasse. 

Hiernach stellt die Gleichung (3) eine Fläche zweiter Klasse dar. 

2. Soll die Fläche (1) die Tangentialebene (u') haben, so 
mufs die Gleichung bestehen: 

(4) A 1}Ul '« + . . . + 2A 12 u/u 2 ' + . . . + 2A 34 u 8 'u 4 ' = 0. 
Es ist dies eine homogene lineare Beziehung zwischen den 
zehn Koefficienten k lx . Nun werden die Verhältnisse dieser zehn 
Koefficienten durch neun homogene lineare Gleichungen bestimmt. 
Stellen wir nämlich der Gleichung (4) entsprechend die neun 
Bedingungen dafür auf, dafs die Fläche durch neun Ebenen berührt 
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wird, so ergeben sich die Verhältnisse der Koefficienten als die 
von zehn Determinanten. Wenn diese Determinanten nicht sämt- 
lich verschwinden, so giebt es eine einzige Fläche, welche der 
aufgestellten Forderung genügt. Bei allgemeiner Lage der neun 
Ebenen gilt also der Satz: 

Eine Fläche zweiter Klasse ist durch neun ihrer 
Tangentialebenen bestimmt. 

Schärfer können wir den Satz in folgender Weise aussprechen: 
Sind neun Ebenen gegeben und genügt ihre gegen- 
seitige Lage nicht, besonderen Forderungen, so giebt 
es nur eine einzige Fläche zweiter Klasse, welche von 
den neun Ebenen berührt wird. 

3. Um diejenigen Tangentialebenen zu finden, welche durch 
eine gegebene Gerade an die Fläche gelegt werden können, gehen 
wir am besten von zwei beliebigen Ebenen (u') und (u") aus, 
welche sich in der geraden Linie schneiden, und fragen nach 
denjenigen Tangentialebenen, welche dem durch jene beiden 
Ebenen bestimmten Büschel angehören. Zu dem Zwecke haben 
wir in der Gleichung (3) jedes u« durch u«' + cou«" zu ersetzen. 
Wir finden also die Tangentialebenen durch Auflösung der Gleichung: 

• 2 A lx (u £ ' + anu ") (u*' -f a>u x ") = 
oder 

(5) a>* 2A IX uz " u/ + 2a> 2 A lx u< ' u*" + 2 A IX u* ' u«' = 0. 
Bei der Herleitung dieser Gleichung haben wir von der 
Relation Gebrauch gemacht: 

(6) 2A lx u l 'u x " = 2A lx u l "u x '. 
Wenn die Wurzeln der Gleichung (5) sind g>j und a> iy so 
stellt der Quotient <d x : o^ das Doppelverhältnis dar, in welchem 
die beiden Tangentialebenen zu den gegebenen Ebenen stehen. 
Wir sagen speciell, die Ebenen (u') und (u") seien konjugierte 
Polarebenen zu einander in Bezug auf die Fläche zweiter Klasse, 
wenn sie harmonisch liegen zu den durch ihre Schnittlinie gehen- 
den Tangentialebenen. Die Bedingung hierfür ist a^ 4-oö 2 =0 oder 

(7) 2;A«u,'u/ — 0. 

4. Wir denken uns die Ebene (u') gegeben und fragen nach 
den sämtlichen Ebenen, welche zu ihr konjugierte Polarebenen sind. 
Bei der Antwort auf diese Frage müssen wir in der Gleichung (7) 
(u r/ ) als variabel betrachten. 
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Dadurch geht diese Gleichung über in 

(8) -ZA,*u«'u»— 0, 
die wir auch in der Form schreiben können: 
ui -£A lx ux' + u 2 ^A 2 xUx' + u 3 -2A 8X u*' + u 4 J£A 4 *ux' — 0. 
Diese Gleichung stellt, falls nicht die Koefficienten von u t , u 2 , 
u 3 , u 4 sämtlich verschwinden, einen Punkt dar. Indem wir vor- 
läufig annehmen, die vier Koefficienten würden fiir kein Wert- 
system (u/ . . . u 4 ') gleich null, können wir den Satz aussprechen: 

Die Polarebenen zu einer festen Ebene in Bezug auf 
eine Fläche zweiter Klasse gehen durch einen festen 
Punkt, den Pol der Ebene. 

5. Wie man bei der gemachten Annahme zu jeder Ebene 
einen bestimmten Pol erhält, so kann man auch umgekehrt unter 
dieser Annahme jeden Punkt zum Pol nehmen und daraus die 
entsprechende Ebene bestimmen. Damit nämlich der Punkt 

(9) 7i u i + 7» u * + n u s + /4U4 — 
der Pol der Ebene (u') ist, darf die Gleichung (8) sich von der 
Gleichung (9) nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden; 
es müssen also die Gleichungen bestehen: 

A ll U l' + A 12 U 2 ' + A 18 U s' + A 14 U 4' — Q7i 

A iiV + A 22 u ä' + A i3 u 3 ' + A 24 u 4 ' = Qy 2 

A 31 U l' + A 32 U 2 ' + A 33 U 3' + A 84 U 4' = Q7s 
A 41 U l' + A 42 U 2' + A 43 U s'/+- A 44V = 07 4' 

Aus diesen Gleichungen lassen sich, wenn y Xi / 2 , 73, 74, Q 
beliebig gewählt sind, die Gröfsen Ui', u 2 ', u 3 ', u 4 ' eindeutig 
bestimmen, wofern die Determinante 

An . A14 

(10) 



A41 . . . A4 4 j 

von null verschieden ist, wie wir vorläufig annehmen. 

6. Wenn die Ebene (u) eine Tangentialebene der Fläche ist, 
wenn also die Gleichung erfüllt ist: 

UAixUt' ux = 0, 
und aufserdem noch die Gleichung besteht: 

2A tx \ii'u x " = 0, 
so hat die Gleichung (5), falls nicht auch UA tx u/'u x " = ist, 
nur die eine Wurzel co = 0. In dem durch die Ebenen (u') und 
(u") bestimmten Büschel giebt es alsdann keine andere Tangential- 
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ebene als die Ebene (u'J; es mufs also die Ebene (u"j durch den 
Berührungspunkt gehen. Demnach stellt die Gleichung (8), wenn 
die Ebene (u ) eine Tangentialebene ist, ihren Berührungspunkt dar. 

Ähnlich wie bei den Flächen zweiter Ordnung die Berüh- 
rungsebene sich als die Polarebene eines jeden Punktes der Fläche 
ergab, läfst sich auch hier durch geometrische Betrachtungen 
zeigen, dafs zu jeder Tangentialebene der Berührungspunkt der 
Pol in Bezug auf die Fläche zweiter Klasse ist. 

7. Wenn eine Tangentialebene und eine zweite Ebene kon- 
jugierte Polarebenen sind, so mufs der Pol der zweiten Ebene 
auf der Tangentialebene liegen. Die zweite Ebene ist konjugierte 
Polarebene zu jeder Ebene, welche in einem ihrer Schnittpunkte 
mit der Fläche berührt. Demnach gehen die Tangentialebenen, 
welche längs der Schnittlinie einer Ebene an die Fläche gelegt 
werden können, durch einen festen Punkt, den Pol der gegebenen 
Ebene. Da dieser Satz rein analytisch, also auch für eine ima- 
ginäre Schnittlinie gilt, so bleibt die Beziehung zwischen Pol und 
Polarebene ungeändert, mag man die vorgelegte Fläche als eine 
Fläche von der zweiten Ordnung oder von der zweiten Klasse 
auffassen. Mit andern Worten: Es sei eine eigentliche Fläche 
zweiter Ordnung gegeben und in Bezug auf sie zu einem belie- 
bigen Punkte die Polarebene konstruiert; dann wird die Verbin- 
dungslinie des Pols mit einem beliebigen Punkte der Polarebene 
jedesmal in den Schnittpunkten mit der Fläche harmonisch geteilt; 
zugleich liegen aber die Tangentialebenen, welche durch eine 
beliebige, der Polarebene angehörende Gerade an die Fläche gelegt 
werden können, harmonisch zu dieser Ebene und derjenigen, 
welche die gewählte Gerade mit dem Pole verbindet. 

8. Wenn die Ebene (u) eine Tangentialebene der Fläche (3) 
ist, so ist die Gleichung des Berührungspunktes 

ZAtxUi'ux = 
oder 

Ui ^AixUx' -}- u 2 i?A 2 xUx' -f- u s -2A 3 xUx' + u 4 -2A 4 xUx' = 0. 

Die Koordinaten (x { . . . x±) des Berührungspunktes müssen 
aber zu den Koefficienten in dieser Gleichung proportional sein; 
daher müssen die Gleichungen bestehen: 
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(11) 



(12) 



A ll U l' + A 12 U 2 ' + A 18 U 8' + A 14 U 4' — (> X 1 
A 21 U l' + A 22 U 2 ' + A 23 U 3 ' + A 24 U 4 ' = QX 2 

A 31 U l' + A 32 U 2' + A 33 U s' + A S4 U 4' = P X » 
A 41 U l' + A 42 U 2 ' + A 43 U s' + A 44 U 4* = Q**' 

Wenn die aus den Koefficienten gebildete Determinante (10) 
von null verschieden ist, so können wir die Gröfsen u t ', u 2 ', u 3 ', 
u 4 ' vermittelst qx\ 9 (>x 2 , px 3 , qx a ausdrücken. Setzen wir die 
Determinante (10) gleich A und den Koefficienten von A tx in A 
jedesmal gleich Aix, so erhalten wir: 

Aui' — q (Jux, + AnXi + A 5l x 3 + A u x A ) 

AU 2 ' = Q (Ji 2 X, + A i2 X 2 + ^3»X 8 + ^42X4) 

Aus = q {A lz x x + ^23X2 + ^33X3 + ^43X4) 

Ju 4 ' = Q (^,4X1 + A iA Xt + ^34X3 + ^44X4). 

Jetzt fügen wir die Bedingung dafür hinzu, dafs der Punkt 
(x) in der Ebene (u') liegt; es ist dies die Gleichung: 

(13) xiu/ + x 2 u/ + X3U3' + x 4 u 4 ' — 0. 

Dadurch erhalten wir die Gleichung: 

(14) SAizXtx* =0. 

Es ist dies die Bedingung dafür, dafs der Punkt (x) der 
Berührungspunkt einer Tangentialebene der Flache (3) ist, oder 
die Gleichung der Fläche in Punktkoordinaten. 

Man kann auch die Gleichungen (11) und (13) als homogene 
lineare Gleichungen zwischen den Gröfsen u/, u/, u 3 ', u 4 , — q 
betrachten. Dann ist die Bedingung für das Zusammenbestehen 
dieser fünf Gleichungen: 



(15) 



A X1 

A 21 
A 3 1 

X, 



12 



22 
32 



A 4 



A 13 


A 14 


X l 


A 23 


A 24 


x 2 


A 33 


A 34 


X 8 


A 4 3 


A4 4 


X 4 


X 3 


X 4 






= 0. 



Diese Gleichung ist nur äufserlich von der Gleichung (14) 
verschieden. 

9. Wenn eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung auf die 
Ebenen eines Polartetraeders bezogen ist, ihre Gleichung also die 
Gestalt hat: 

a i X ! "T a 2 X 2 H" a 3 X 3 "T" a 4 X 4 === ^> 
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so ist die Gleichung derselben Fläche in Ebenenkoordinaten: 

r|2 ri 2 vi 2 vj2 

-i-f- 2 --f^ + -± = 0. 
ai a 2 a»j a± 

Ebenso geht die Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

A x uf + A 2 ul + A 3 u§ + A 4 uf - 

für die zugehörigen Punktkoordinaten über in 

•v2 y2 y2 y 2 

A 1 | a ü . * 8 | ^4 q 

Aj A2 A3 A4 

Auch hieraus geht hervor, dafs die Beziehung zwischen Pol 
und Polarebene unabhängig davon ist, ob man der Fläche die 
zweite Ordnung oder die zweite Klasse beilegt. 

10. Die Theorie der konjugierten Polarebenen fügt zu den 
Sätzen über konjugierte Durchmesser die beiden folgenden hinzu : 

Die Berührungspunkte der beiden Tangentialebenen, welche 
zu einer gegebenen Durchmesserebene parallel sind, liegen auf 
dem konjugierten Durchmesser. 

Zwei einander schneidende Tangentialebenen liegen harmonisch 
zu den beiden durch ihre Schnittlinie gelegten Ebenen, von denen 
die eine durch den Mittelpunkt geht und die andere zu den kon- 
jugierten Durchmessern parallel ist. 

Übungen : 

1) Welche Bedingungen müssen zwischen den Koefficienten 
der Gleichung (1) bestehen, 

a) falls die Ebene (1, 0, 0, 0) die Fläche berühren soll; 

b) wenn die Ebenen (1, 0, 0, 0) und (0, 1, 0, 0) konjugierte 
Polarebenen der Fläche sein sollen; 

c) wenn die Kanten C^C^ und O3O4 des Koordinaten- 
tetraeders die Fläche berühren sollen; 

d) wenn die vier Ebenen des Koordinatentetraeders die Fläche 
berühren sollen; 

e) wenn der Punkt O x Pol der Ebene O2O3O4 sein soll; 

f) wenn die Kanten OiO* und O3O4 reciproke Polare der 
Fläche sein sollen; 

g) wenn das Koordinatentetraeder ein Polartetraeder der 
Fläche sein soll? 

2) Wenn die Gleichung einer eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung in Punktkoordinaten ist J?a*xx 4 x*=0, und dieselbe 
Fläche in den zugehörigen Ebenenkoordinaten die Gleichung hat 
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2JAix\ii ux = 0, so weise man vermittelst Determinantensätze 
nach, dafs auch die aus den Koefficienten A** gebildete Determi- 
nante von null verschieden ist. 

3) Sobald man drei Tangentialebenen einer Fläche zweiter 
Ordnung und ihre Berührungspunkte kennt, kann man 

a) zu einer Ebene den Pol finden, 

b) einen Tangentialkegel der Fläche konstruieren, 

c) einen in der Fläche gelegenen Kegelschnitt bestimmen. 

d) Die drei angegebenen Resultate kann man in dem Satze 
zusammenfassen : 

Alle Flächen zweiter Ordnung, welche drei Punkte gemein- 
schaftlich haben und in ihnen je von derselben Ebene berührt 
werden, werden von demselben Kegel längs desselben Kegel- 
schnitts berührt. 

4) a) Durch einen Tangentialkegel, seine Berührungsebene 
und eine weitere Tangentialebene ist eine Fläche zweiter Klasse 
eindeutig bestimmt. 

b) Damit zwei Kegel dieselbe Fläche zweiter Klasse berühren, 
müssen sie zwei Tangentialebenen gemeinschaftlich haben. 

c) Durch zwei Tangentialkegel, welche zwei Berührungsebenen 
gemeinsam haben, und eine weitere Berührungsebene ist eine 
Fläche zweiter Klasse bestimmt. 

(Man vergleiche die Übungen 12) und 13) zu § 18 und 
übertrage auch die weiteren dort aufgestellten Sätze auf Flächen 
zweiter Klasse.) 

5) Durch ein Polartetraeder und drei Tangentialebenen ist 
eine Fläche zweiter Klasse bestimmt. 

6) a) Wieviel Tangentialebenen werden durch die Forderung 
vertreten, dafs eine Gerade auf einer Fläche zweiter Ordnung 
liegen soll? 

b) Wieviel Tangentialebenen genügen zur Bestimmung einer 
Fläche zweiter Klasse, welche durch eine gerade Linie hindurch- 
gehen soll? 

c) Eine Fläche zweiter Klasse soll durch zwei windschiefe 
gerade Linien gehen ; wieviel Tangentialebenen müssen aufserdem 
noch gegeben sein? 

d) Wieviel Tangentialebenen sind zur Bestimmung einer Fläche 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. H 
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zweiter Klasse erforderlich, welche durch zwei gegebene, einander 
schneidende gerade Linien hindurchgehen soll? 

7) a) Der Pol der Ebene (u) in Bezug auf die Fläche zweiter 
Klasse * (ui . . . u 4 ) «• hat die Gleichung 2vu' *' (m) = 
oder, was dasselbe ist, die Gleichung Uvu 4>' (m') — 0. 

b) Um die Fläche & (u t . . . u 4 ) — in Punktkoordinaten 
darzustellen, mufs man die Gröfsen u^, u 8 ', u s ', u 4 ' und q aus 
den Gleichungen eliminieren: 

#' (Ui') — pX,, #' (U S ) — QX i9 & (U S ') — 0X S , & (u 4 ') — (>X 4 

und 

XiU,' + x 2 u 2 ' + u s u 3 ' + x^' = 0. 

§ 21. 
Die Grenzfläche zweiter Klasse. 
1. Wenn die Koefficienten Aix in der Gleichung 

(1) -SA,xUxUx =0 

einer Fläche zweiter Klasse der Bedingung genügen: 

An • • • Aj 4 

(2) -0, 

A 4 i . . . A 44 

ohne dafs die Unterdeterminanten dritten Grades sämtlich ver- 
schwinden, so giebt es ein einziges Wertsystem (?]i . . . jy 4 ), für 
welches die Gleichung erfüllt wird: 

A n9i + A i2*?2 + A 13 ^ 8 + A 14 *? 4 = 

( 3 ) A 2l'/l + A 22^2 + A 28^8 + A 24^4 = 
A 31^1 + A 32*?2 ■+ A 38>?3 + A 34^4 = 
- A 41*?l + A 42^2 + A 48^8 + A 4 4^4 = « 

Wir nennen die Ebene (i?i . . . ^ 4 ) die singulare Ebene 
der Fläche. Da die Gleichung 

(4) 2At X T]i\ix = 
auch geschrieben werden kann: 
Ui UAi xtjx + u 2 UA 2 xTjx + u 3 SA 9 xTjx + u 4 2A AX t]x = 0, 
so wird die Gleichung (4) für alle Wertsysteme (u) befriedigt,, 
oder jede Ebene des Raumes ist konjugierte Polarebene zu der 
singulären Ebene. 
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Da die Gleichung (4) auch gültig bleibt, wenn man das 
Wertsystem (Ui . . . u 4 ) durch (^i . . . *j 4 ) ersetzt, so genügt die 
singulare Ebene auch der Gleichung der Fläche. 

2. Da bei unserer Annahme die vier Gleichungen (3) nur 
für ein einziges Wertsystem befriedigt werden, so hat jede von 
der singulären Ebene verschiedene Ebene (u') einen Pol, dessen 
Gleichung ist: 

(5) SAtxUi'ux = 0. 
Diese Gleichung wird befriedigt, wenn man (u t . . . u 4 ) durch 
0?i • • • V*) ersetzt; also liegen die Pole zu allen Ebenen des 
Raumes in der singulären Ebene. 

3. Ersetze ich in der Gleichung (5) die Ebene (u/ . . . u 4 ') 
durch die Ebene (u^ + ^i • • • u *' + X?]*), so g e ^t sie über in 

2Ai X (ui' + Xt]i)u x = 
oder in UAixUi' u x + X UAixfjtUx — 0. 

Hier verschwindet der Koefficient von X wegen der Glei- 
chung (4); die vorstehende Gleichung geht also über in 

SAixUiUx = 0, 
oder sie wird mit der Gleichung (5) identisch. 

Giebt man dem Faktor X alle möglichen Werte, so stellen 
die Koordinaten (u { + Xr/x . . . u 4 -f- Xt/i) alle Ebenen dar, welche 
durch die Schnittlinien der beiden Ebenen (u l '...u 4 ') und 0?i...f? 4 ) 
gehen. Alle diese Ebenen haben, wie wir bewiesen haben, den- 
selben Pol. Es gilt also der Satz: 

Alle Ebenen, von denen die singulare Ebene in 
derselben geraden Linie geschnitten wird, haben den- 
selben Pol. 

4. Wenn speciell die Ebene (u) eine Tangentialebene der 
Fläche (1) ist, so ist ihr Pol durch die Gleichung (5) gegeben. 
Auch dieser Punkt liegt in der singulären Ebene, also auch in 
der Schnittlinie der Ebenen (u) und (rj). Er ist aber auch Pol 
für jede Ebene, welche durch den Schnitt dieser beiden Ebenen 
gelegt werden kann, und da er in jeder solchen Ebene liegt, ihr 
Berührungspunkt. Wenn die Fläche (1), deren Koefficienten der 
Gleichung (2) genügen, von einer Ebene berührt wird, so wird 
sie in demselben Punkte von allen Ebenen berührt, welche durch 
die Schnittlinie der ersten Ebene mit der singulären Ebene gelegt 
werden können. 

n* 
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5. Als Punkte der Fläche müssen die Berührungspunkte ihrer 
Tangentialebenen angesehen werden. Alle diese Punkte liegen, 
wie überhaupt die Pole samtlicher Ebenen, in der singularen 
Ebene. Aber nicht alle Punkte dieser Ebene haben die Eigen- 
schaft, dafs sie in ihren Polarebenen liegen. Denn da die Fläche 
von der zweiten Klasse ist, gehen durch eine beliebige Gerade 
des Raumes zwei Tangentialebenen der Fläche. Jede dieser beiden 
Ebenen hat mit der singularen Ebene eine Gerade gemeinschaft- 
lich; durch den Schnittpunkt der gewählten Geraden mit der 
singularen Ebene gehen also nur zwei gerade Linien, in denen 
ihr Berührungspunkt liegt. Diejenigen geraden Linien der sin- 
gularen Ebene, in denen ihr Pol liegt, umhüllen also eine Kurve 
zweiter Klasse. 

Diese Kurve kann aber weder ein Punktepaar noch ein 
Doppelpunkt sein, weil sonst schon in der Ebene Besonderheiten 
auftreten würden, die im Räume zu mehreren singularen Ebenen 
führen würden. Für den Fall eines Punktepaares gäbe es nämlich 
in der Ebene eine Gerade, die zu allen Geraden der Ebene kon- 
jugierte Polare wäre. Dann müfste nach 3. jede durch die erste 
Gerade gehende Ebene konjugierte Polarebene zu allen Ebenen 
des Raumes sein; es müfste also die Gleichung (3) mehrere von 
einander unabhängige Lösungen haben. Noch weniger kann die 
Kurve zweiter Klasse in einen Doppelpunkt ausarten. Sie ist also 
eine eigentliche Kurve zweiter Klasse, ein eigentlicher Kegel- 
schnitt. 

Hesse nennt die durch die Gleichung (1) unter der Bedingung 
(2) dargestellte Fläche eine Grenzfläche zweiter Klasse; wir 
können sie auch geradezu als Kegelschnitt bezeichnen. 

6. Denken wir uns diesen Kegelschnitt gegeben, so können 
wir mit seiner Hilfe jeder Ebene ihren Pol und jedem Punkte 
seine Polarebenen leicht zuordnen. Um zu irgend einer Ebene 
den Pol zu konstruieren, suchen wir zu ihrer Schnittlinie mit der 
singularen Ebene den Pol in Bezug auf den Kegelschnitt. Um- 
gekehrt mufs jeder Pol in der singularen Ebene liegen; zu einem 
beliebigen Punkte dieser Ebene konstruiert man die Polare in 
Bezug auf den Kegelschnitt; dann ist jede durch diese Gerade 
hindurchgehende Ebene Polarebene zu dem gegebenen Punkte. 

Speciell ist jede Ebene, welche durch eine Tangente des 
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Kegelschnitts gelegt werden kann, als Tangentialebene des Kegel- 
schnitts anzusehen. 

7. Um die Gleichung der Grenzfläche in möglichst einfacher 
Form zu erhalten, denken wir uns die singulare Ebene als eine 
der Koordinatenebenen genommen. Dafs alsdann die Gleichung 
auch vom zweiten Grade bleibt, braucht nicht nochmals erwähnt 
zu werden. Es sei also ij x =0, rj 2 == 0, ^ 8 — 0, ^ 4 = 1. Damit 
unter dieser Annahme die Gleichungen (3) befriedigt werden, 
mufs A 14 = A 24 =»A34 = A44 — sein. Die Gleichung (1) ent- 
hält bei dieser Annahme nur die Variabein Ui, u 2 , u 3 . 

Noch einfacher wird die Gleichung, wenn wir die weitere 
Forderung hinzufügen, dafs je zwei der drei übrigen Koordinaten- 
ebenen konjugierte Polarebenen von einander sein sollen. Sollen 
die Ebenen (1, 0, ö, 0) und (0, 1, 0, 0) konjugierte Polarebenen 
sein, soll also die Gleichung (5) befriedigt werden für u/ =» 1, 
u 2 ' = u 3 ' = u/ = und u 2 = 1, Ui=u 3 =u 4 =0, so mufs 
A 12 = sein. Ebenso mufs A l3 =0 sein, damit die Ebenen 
(1, 0, 0, 0) und (0, 0, 1, 0) einander konjugiert sind; damit die 
Ebenen (0, 1, ö, 0) und (0, 0, 1, 0) konjugierte Polarebenen von 
einander sind, mufs A 23 =» sein. Die Gleichung geht also 
über in 

A 11 U 1 + A 22 U 2 + A 83 U 3 — 0- 

Von diesen drei Koefficienten darf aber keiner verschwinden, 
weil sonst auch alle Unterdeterminanten dritten Grades von (2) 
verschwinden würden. 

Übungen : 

1) a) Man forme die Gleichung (1), falls die Determinante 
(2) verschwindet, aber die Unterdeterminante U± A n A 22 A 33 von 
null verschieden ist, in eine Gleichung mit drei neuen Variabein 
um, in welcher die sechs Koefficienten A! x , A 22 , A 33 , A J2 , A 13 , 
A 23 ihre Werte beibehalten [Üb. 2) zu § 15]. 

b) Wie findet man hierbei die Koordinaten der Ebene, in 
welcher der dargestellte Kegelschnitt liegt? 

2) a) Soll die Gleichung zweiten Grades in Ebenenkoordi- 
naten # (ux . . . u 4 ) = einen Kegelschnitt darstellen, so müssen 
die vier Gleichungen #' (ui ) — . . . #' (u 4 ) = eine gemein- 
same Lösung haben; mit andern Worten: Die vier Punkte 
^'(u!) = . . . #' (u 4 ) = müssen in einer Ebene liegen. 
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b) Sobald eine der vier Gleichungen #'(u!)=0...#'(u 4 )=0 
identisch befriedigt wird, stellt die Gleichung # (ui . . . u 4 ) = 
eine ebene Kurve dar. 

3) Die Gleichung # (u! . . . u 4 ) — ■ mit verschwindender 
Determinante soll durch drei Quadrate dargestellt w r erden. Welche 
Ebene mufs dann notwendig dem Koordinaten-Tetraeder ange- 
hören? Welche Lage haben die drei in dieser Ebene liegenden 
Eckpunkte des Tetraeders? Was gilt für den gegenüberliegenden 
Eckpunkt des Tetraeders? Eine wievielfache Unendlichkeit bilden 
alle diese Tetraeder? 

4) Die Schnittlinie der allgemeinen Fläche zweiter Klasse 
# (Ui . . . u 4 ) = mit der Ebene (u) hat die Gleichung: 

4# (u) # (u) — [Hut <P (u/)P = 0, 
oder was dasselbe ist: 

4 * (u) # (u) — [Uui' & (u 4 )] 2 =» 0. 
[Üb. 5) zu § 15.] 

§ 22. 
Das Punktepaar und der Doppelpunkt. 
1. Die Koefficienten der Gleichung: 

(1) 2AixUlUx=*0 

sollen die Eigenschaft haben, dafs die sämtlichen Unterdetermi- 
nanten dritten Grades der Determinante 

An . . . A14 
(2) 

A41 . . . A44 

verschwinden, ohne dafs alle Unterdeterminanten zweiten Grades 
null sind. In diesem Falle haben die Gleichungen 

AuU! + A 12 u,5 -f A13U3 + A14U4 — 

A 4 iUi + A 48 u 2 + A43U3 -f- A44U4 =» 

zwei von einander unabhängige und damit unendlich viele Lösungen. 
Sind (^1 . . . tj a ) und (rji' . . . ?; 4 ') zwei von einander unabhängige 
Lösungen, so ist auch {tj v + X^' . . . iy 4 -f- Xtj^') eine Lösung. 
Den Gleichungen (3) genügen also die Koordinaten aller Ebenen, 
w r eiche durch eine gewisse gerade Linie, die singulare Linie, 
gehen. Alle durch diese Gerade gehenden Ebenen sind singulare 
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Ebenen in dem Sinne, dafs zu jeder von ihnen alle Ebenen des 
Raumes konjugierte Polarebenen sind. 

2. Eine jede Ebene (u), welche nicht durch die singulare 
Linie geht, hat einen bestimmten Pol: 

(4) JSAixUiU*' = 0. 
. Da diese Gleichung befriedigt wird, wenn man (ui . . . u 4 ) 
durch fa + Xtji . . . 1)4, + jty 4 ') ersetzt, so liegt der Pol auf der 
singulären Geraden. 

Wird die Ebene (u') durch eine Ebene 

(Ui +^i +^i'...u 4 + ptii + Vflt) 
ersetzt, also durch eine beliebige Ebene, welche durch den Schnitt- 
punkt der gegebenen Ebene (u) mit der singulären Geraden hin- 
durchgeht, so wird die Gleichung des Pols: 

SAix ut (ux + (ir/x + vrjx) = 0. 
Da aber 27A«cu^x = und 2A ix Uii]x = ist, so wird 
die Gleichung mit der Gleichung (4) identisch; die neue Ebene 
hat somit denselben Pol. Daraus folgt der Satz: 

Die Pole zu allen Ebenen, die nicht durch die sin- 
gulare Gerade hindurchgehen, liegen in der singulären 
Geraden. Alle Ebenen, welche die singulare Gerade in 
demselben Punkte schneiden, haben auch denselben Pol. 

3. Wenn eine Ebene der Gleichung (1) genügt, so ist ihr 
Schnittpunkt mit der singulären Geraden ihr Pol; es genügen der 
Gleichung (1) auch alle Ebenen, welche mit dieser Ebene in 
demselben Punkte der singulären Geraden zusammentreffen. Nun 
gehen durch jede Gerade, welche mit der singulären Linie keinen 
Punkt gemeinschaftlich hat, zwei Ebenen, welche der Gleichung (1) 
genügen. Jede von ihnen trifft die singulare Gerade in einem 
Punkte; die Gleichung (1) wird also durch alle Ebenen befriedigt, 
welche durch einen dieser beiden Punkte gelegt werden können. 
Da zudem weitere Ebenen der Gleichung (1) nicht genügen, so 
stellt sie ein Punktepaar dar. Man zeigt in der That leicht, dafs 
die linke Seite der Gleichung (1) in das Produkt zweier linearer 
Ausdrücke zerlegbar ist. 

4. Um die Gleichung (1) auf eine möglichst einfache Form 
zu bringen, legen wir zwei Koordinatenebenen durch die singulare 
Gerade und wählen die beiden andern so, dafs sie konjugierte 
Polarebenen sind. Es mögen demnach die Ebenen (0, 0, 1, 0) 
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und (0, 0, 0, 1) durch die singulare Linie gehen und die Ebenen 
(1, 0, 0, 0) und (0, 1, 0, 0) zu einander konjugiert sein. Dann 
müssen die Gleichungen (3) befriedigt werden, wenn man 
Ui = u 2 = setzt und u 3 und u 4 beliebige Werte beilegt. Dem- 
nach sind die Koefficienten A 13 , A 23 , A 33 , A i4 , A 24 , A 84 , A 44 
gleich null. Weil die beiden andern Koordinatenebenen zu ein- 
ander konjugiert sind, mufs auch A 12 =0 sein. Demnach ist 
die Gleichung: 

A 1|U ?+A 22 ul = 0, 
wo keiner der Koefficienten An und A 22 verschwinden darf. 

5. Wenn endlich auch alle Unterdeterminanten zweiten Grades 
der Determinante (2) verschwinden, so kommen die vier Glei- 
chungen (3) auf eine einzige hinaus. Alle Ebenen, welche durch 
einen Punkt, den singulären Punkt, gehen, sind singulare 
Ebenen. Dieser Punkt ist der Pol zu allen Ebenen des Raumes. 
Um die Form der Gleichung recht einfach zu machen, wählen 
wir drei Koordinatenebenen, die Ebenen II, III, IV so, dafs sie 
durch den singulären Punkt gehen. Da hiernach die Ebene 
(0, 0, 0, 1) eine singulare Ebene sein soll, also für Ui =»u 2 =»u 8 =0, 
u 4 = 1 die Gleichungen (3) befriedigt werden sollen , müssen 
Ai 4 =A 24 = A 84 =A 44 = sein. Ebenso müssen die Koeffi- 
cienten verschwinden, bei denen die Marke 3 vorkommt, weil 
die Ebene (0, 0, 1, 0) singulare Ebene sein soll, und endlich darf 
kein Koefficient von nichtverschwindendem Werte die Marke 2 
haben, weil die Gleichungen (3) für Ui =u 8 =u 4 = 0, u 2 = 1 
bestehen sollen. Somit ist die Gleichung 

uf =0. 

Die Gleichung (1) stellt unter der gemachten Annahme einen 
doppelt zu zählenden Punkt, einen Doppelpunkt dar; 
ihre linke Seite ist das Quadrat eines homogenen linearen Aus- 
drucks. 

Übungen : 

1) a) Wie findet man in Bezug auf ein gegebenes Punkte- 
paar zu einer festen Ebene alle konjugierten Polarebenen? 

b) Man charakterisiere die auf der Verbindungslinie der Punkte 
des Paares erzeugte Involution. 

2) a) Wenn die sämtlichen Unterdeterminanten dritten Grades 
der Determinante (3) verschwinden, aber A n A 22 — A x 2 2 von null 
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verschieden ist, so soll man neue Koordinaten in der Weise ein- 
führen, dafs bei ihrer Benutzung in der Gleichung nur die Koeffi- 
cienten Au, An, A 2 » vorkommen und diese ihre Werte bei- 
behalten. 

b) Wie findet man hierbei die Verbindungslinie der Punkte 
des Paares? 

c) Jenachdem unter den in a) gemachten Voraussetzungen 
die Unterdeterminante An A 2 9 — A x 2 2 einen positiven oder nega- 
tiven Wert hat, ist das Punktepaar imaginär oder reell. 

3) a) Man charakterisiere die sämtlichen Koordinatentetraeder, 
bei deren Benutzung ein gegebenes Punktepaar durch zwei Qua- 
drate dargestellt wird. 

b) Welchen Grad von Unendlichkeit darf man der Gesamt- 
heit dieser Tetraeder beilegen? 

4) Das Punktepaar, in welchem die Schnittlinie der Ebenen 
(u) und (u") die Fläche <P (ui . . . u 4 ) = schneidet, kann in 
der Form dargestellt werden: 

{[2vn ' # (u,"j* — 4 * (u) * (u")| * (u) 

+ #(u") [2ut <P (u/)P — 2ul & (ui") • 2ui & (u* ') . Sut #(ui") 

+ #(u') [27 m #'(u/')] a = 0. 

(Man bilde die Ableitungen der linken Seite nach den ein- 
zelnen Variabein und weise nach, dafs diese sowohl für (u') wie 
für (u") verschwinden.) 

§ 23. 
Einteilung der Flächen zweiter Klasse. 

1. Wenn die aus den Koefficienten in der Gleichung einer 
Fläche zweiter Klasse gebildete Determinante von null verschieden 
ist, so ist die Fläche auch von der zweiten Ordnung. Wir er- 
halten in diesem Falle diejenigen Arten, die wir oben angegeben 
haben. 

2. Wenn die Determinante verschwindet, ohne dafs die 
ersten Unterdeterminanten sämtlich gleich null sind, so gehören 
die Punkte einem Kegelschnitt an ; wir haben also nur noch zu 
unterscheiden, ob der Kegelschnitt reell oder imaginär ist. 

3. Die Fläche zweiter Klasse wird ein Punktepaar, wenn die 
ersten Unterdeterminanten der aus den Koefficienten gebildeten 
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Determinante sämtlich verschwinden, aber sich unter den zweiten 
Unterdeterminanten mindestens eine von null verschiedene be- 
findet. Zwar ist die singulare Linie immer reell; die Punkte des 
Paares können aber reell oder imaginär sein. 

4. Wenn auch noch alle Unterdeterminanten zweiten Grades 
verschwinden, so stellt die Gleichung einen Doppelpunkt dar. 

5. Die Lage zum Unendlichfernen giebt noch zu weiteren 
Einteilungen Veranlassung. Was zunächst die imaginäre Grenz- 
fläche betrifft, so haben wir zu unterscheiden, ob sie in einer 
eigentlichen oder der unendlichfernen Ebene liegt. In beiden 
Fällen sind die Punkte und die Tangentialebenen imaginär; da- 
gegen w T ird jedesmal einer Ebene ein Bündel von Ebenen zuge- 
ordnet. Dieser Bündel hat im ersten Falle einen eigentlichen 
Punkt zum Scheitel. Im zweiten Falle wird jeder Ebene eine 
bestimmte Richtung zugeordnet; die Polarebenen sind jedesmal 
einer gewissen geraden Linie parallel. 

6. Bei einer reellen Grenzfläche sind vier Fälle zu unter- 
scheiden : 

a) der Kegelschnitt hat mit der unendlichfernen Ebene keinen 
Punkt gemeinschaftlich; 

b) er berührt die unendlichferne Ebene; 

c) er schneidet die unendlichferne Ebene; 

d) er liegt ganz in der unendlichfernen Ebene. 

Im ersten Falle ist der Kegelschnitt eine Ellipse, im zweiten 
eine Parabel, im dritten eine Hyperbel. Im vierten Falle genügen 
der Gleichung der Fläche alle Ebenen, welche zu den Tangential- 
ebenen eines Kegels parallel sind; jede Ebene bestimmt eine ge- 
wisse Richtung derartig, dafs alle Ebenen, welche eine in dieser 
Richtung gezogene Gerade enthalten, Polarebenen zu der gegebenen 
Ebene sind. 

7. Bei dem imaginären Punktepaare ist zu unterscheiden, ob 
die Verbindungslinie im Endlichen oder im Unendlichfernen liegt. 
Im letzteren Falle giebt es eine Schar paralleler Ebenen, welche 
sämtlich singulare Ebenen sind. In einer jeden solchen Ebene werden 
die durch einen beliebigen Punkt P gehenden Geraden einander 
involutorisch zugeordnet; um die Polarebenen zu einer gegebenen 
Ebene zu erhalten, sucht man zu ihr die durch P gehende parallele 
Gerade und bestimmt die entsprechende Linie der Involution; 
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dann sind alle Ebenen konjugierte Polarebenen, welche zu der 
letzten Geraden parallel sind. 

8. Was das reelle Punktepaar betrifft, so können entweder 
beide eigentliche Punkte sein, oder es kann einer oder es können 
beide im Unendlichfernen liegen. Im zweiten Falle entsprechen 
einander auf der singulären Geraden je zwei Punkte, welche von 
dem eigentlichen Punkte gleichen Abstand haben; je zwei Ebenen 
sind also konjugierte Polarebenen, wenn sie die singulare Gerade 
in gleichem Abstände von jenem Punkte treffen. Wenn dagegen 
die beiden Punkte unendlichfern liegen, so sind wieder alle Ebenen 
einer gewissen Parallelschar singulare Ebenen; in jeder solchen 
Ebene wird unter den Geraden eines beliebigen Büschels eine 
Involution mit reellen Hauptstrahlen bestimmt; wenn a und a 1 
entsprechende Strahlen in dieser Involution sind und wenn eine 
Ebene A eine zu a, die Ebene Ä eine zu a' parallele Gerade 
enthält, so sind jedesmal die Ebenen A und Ä konjugierte Polar- 
ebenen. 

9. Für den Doppelpunkt haben wir nur zu unterscheiden, ob 
er im Endlichen oder im Unendlichfernen liegt. 

Übungen : 

1) Man gebe die verschiedenen Arten von Tangentialkegeln 
an, welche sich von den verschiedenen Punkten des Raumes aus 
an die folgenden Flächen zweiter Klasse legen lassen: 

a) an eine eigentliche imaginäre Fläche, 

b) an eine reelle ungeradlinige Fläche, 

c) an eine geradlinige Fläche, 

d) an einen imaginären Kegelschnitt, 

e) an einen reellen Kegelschnitt, 

f) an ein imaginäres Punktepaar, 

g) an ein reelles Punktepaar, 
h) an einen Doppelpunkt. 

Man zeige, dafs im Falle a) alle Punkte des Raumes dieselbe 
Eigenschaft haben, während für b), je nach der Wahl des Punktes, 
drei verschiedene Arten von Kegeln erhalten werden. Man achte 
darauf, welche besondern Kegelarten den später angegebenen 
Flächen eigentümlich sind und welche allgemeinen Arten dabei 
wegfallen. Endlich zeige man, dafs in den Flächen g) und h) 
bei ganz speciellen Lagen des Punktes die Gleichung des Kegels 
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identisch verschwindet. Wie lautet die entsprechende Aufgabe 
für Flächen zweiter Ordnung? 

2) a) Wenn eine Grenzfläche zweiter Klasse ganz in der 
unendlichfernen Ebene liegt, so sind alle konjugierten Polarebenen 
zu einer gegebenen Ebene einer festen Geraden parallel. 

b) Speciell mufs jede Ebene als Tangentialebene aufgefafst 
werden, für welche die konjugierten Polarebenen einer in jener 
Ebene gelegenen Geraden parallel sind. 

c) Alle zu einer gegebenen Tangentialebene parallelen Ebenen 
berühren die Kurve ebenfalls. 

d) Wie kann man reelle und imaginäre unendlichferne Kegel- 
schnitte unterscheiden ? 

3) a) Ein Punktepaar liege im Unendlichfernen. Dann giebt 
es stets eine feste Stellung von der Art, dafs jede zu ihr parallele 
Ebene zu allen Ebenen des Raumes konjugierte Polarebene ist. 

b) Durch diese Stellung und zwei Paare konjugierter Ebenen 
ist das Punktepaar bestimmt. Wie kann man alsdann zu jeder 
der gegebenen Ebenen alle konjugierten Polarebenen finden? Wie 
konstruiert man zu jeder Ebene die sämtlichen Polarebenen ? Man 
suche die Richtungen, in denen die Punkte des Paares liegen. 
Wann sind diese Punkte reell, wann imaginär? 

4) a) Ein Punktepaar bestehe aus einem eigentlichen und 
einem uneigentlichen Punkte, wird also durch einen Punkt a und 
eine von ihm ausgehende Gerade a vertreten. 

b) Zu jeder durch die Gerade a hindurchgehenden Ebene 
sind alle Ebenen des Raumes konjugierte Polarebenen. 

c) Zu einer zur Geraden a parallelen Ebene sind alle Ebenen 
konjugiert, welche eine Gerade von der Richtung von a enthalten. 

d) Um zu einer beliebigen Ebene die Polarebenen zu kon- 
struieren, suche man ihren Schnittpunkt n mit a und trage auf 
dieser Geraden die Strecke <xQ = ajt ab; dann ist q der Pol der 
gegebenen Ebene. 

5) a) Die Polarebenen zu allen Punkten einer Fläche zweiter 
Ordnung in Bezug auf eine zweite solche Fläche umhüllen eine 
Fläche zweiter Klasse. 

b) Wenn die erste Fläche imaginär ist, so ist es auch die 
letzte; wenn die erste ungeradlinig ist, enthält auch die dritte 
keine geraden Linien u. s. w. 
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c) Welches Gebilde entspricht hierbei einem auf der ersten 
Fläche gelegenen Kegelschnitte? 

d) Welches Gebilde wird einer beliebigen Kurve zugeordnet, 
die auf der ersten Fläche liegt? 

e) Man nehme speciell an, die zweite Fläche habe die Glei- 
chung xj + x* -f- x l + x ! — 0- Wie lautet die Gleichung der 
dritten Fläche, wenn die der ersten Fläche ist 2&t X xiXx = 0? 

f) Die erste Fläche sei ein Kegel; was gilt dann von der 
dritten? 

g) Warum ist es angebracht, wie eben immer geschehen, 
vorauszusetzen, dafs die zweite Fläche eine eigentliche Fläche ist? 

6) a) Die Schnittlinien entsprechender Ebenen in zwei pro- 
jektiv auf einander bezogenen Ebenenbüscheln bilden die eine 
Regelschar einer Fläche zweiter Ordnung. 

(Man ordne jeder Ebene des Büschels A + XB =-> diejenige 
Ebene des Büschels C + XD = zu, für welche der Parameter X 
denselben Wert hat. Für den Beweis vergleiche man I § 28, 
S. 184. Man übertrage auch die übrigen dort angegebenen Sätze.) 

b) Der gefundenen Fläche gehören auch die Axen der beiden 
Büschel an. 

c) Je zwei der zweiten Regelschar angehörende Gerade 
können als Axen von Ebenenbüscheln genommen werden, durch 
welche die Fläche erzeugt wird. 

d) Umgekehrt kann jede geradlinige Fläche zweiter Ordnung 
als Erzeugnis projektiver Ebenenbüschel angesehen werden. 

e) Durch drei windschiefe Gerade läfst sich eine einzige 
Fläche zweiter Ordnung legen. 

(Die Geraden seien li, 1 2 , 1 3 ; man wähle in 1 3 einen Punkt 
a und lege durch ihn die Gerade a, welche li und 1 2 schneidet; 
ebenso lasse man von einem Punkte ß von 1 3 die Gerade b aus- 
gehen, von welcher die Geraden li und 1 2 geschnitten werden. 
In den Büscheln, deren Träger a und b sind, lasse man die 
Ebenen (all) und (bli), (al 2 ) und (bl 2 ), (al 3 ) und (bl 3 ) einander 
entsprechen und bestimme dadurch die projektive Zuordnung der 
Ebenenbüschel.) 

f) Sobald eine Ebene des einen Büschels der zu ihr zugeord- 
neten des andern parallel ist, wird durch die projektive Zuordnung 
ein Paraboloid erzeugt. 
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g) Vier derselben Schar angehörende Geraden einer Fläche 
zweiter Ordnung bestimmen auf jeder Geraden der andern Schar 
dasselbe Doppelverhältnis. 

(Werden die vier Erzeugenden l x , l 2 , 1 3 , 1 4 der ersten Schar 
von einer Erzeugenden der andern Schar in den Punkten n x , jt iy 
xs, &a geschnitten, so hat das Doppelverhältnis (^jt^jt^jt^) den- 
selben Wert, welche Erzeugende g auch genommen wird.) 

h) Alle auf einem hyperbolischen Paraboloid gelegenen und 
von zwei festen Erzeugenden begrenzten Strecken werden durch 
dieselbe dritte Erzeugende nach demselben Verhältnisse geschnitten. 

(Man wähle einen der vier in g) benutzten Strahlen unend- 
lichfern.) 

i) Die Mitten aller in zwei festen windschiefen^ Geraden be- 
grenzten Strecken, welche zu einer gegebenen Ebene parallel sind, 
liegen in einer geraden Linie. 

k) In zwei Ebenenbüscheln, deren Träger windschief zu ein- 
ander sind, werden diejenigen Ebenen einander zugeordnet, welche 
konjugierte Polarebenen in Bezug auf eine feste Fläche zweiter 
Ordnung sind. Welches ist der geometrische Ort der Schnitt- 
linie entsprechender Ebenen? 

1) Wann wird die Aufgabe k) unlösbar? 

7) Auch durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
in zwei projektiven Punktreihen wird eine Fläche zweiter Ordnung 
erzeugt. Man beweise dies nach der in 6) angegebenen Methode 
und übertrage die dort angegebenen Lehrsätze. 

8) Läfst man bei der in 6) angegebenen Erzeugung der Ebene 
Xi + Xx 2 = die Ebene x 3 + >tx 4 = entsprechen, so wird die 
Gleichung der Fläche Xix t — x 2 x 3 = 0. Die sechs Ebenen x^ = 0, 
Xi = x 2 , x 3 = x 4 , x 4 = 0, x 4 = x 8 , Xx = x 3 sind Tangential- 
ebenen der Fläche, und je zwei auf einander folgende haben eine 
Erzeugende mit der Fläche gemeinschaftlich. Die drei Linien, in 
denen sich je zwei gegenüberliegende Ebenen dieses Sechsflachs 
schneiden, liegen in der Ebene x x =x 4 . Dieselbe Koordinaten- 
bestimmung kann man für jedes der Fläche zugleich um- und 
eingeschriebene Sechsflach machen; daher gilt der Satz allgemein. 

Von den angegebenen sechs Geraden 1, 2, 3, 4, 5, 6 ge- 
hören 1, 3, 5 der einen, 2, 4, 6 der andern Kegelschar an. 
Daher kann man aus ihnen acht verschiedene Sechsflache bilden. 
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Speciell liegen die Durchschnittspunkte a) der ungeraden Seiten- 
ebenen, ß) der geraden Seitenebenen, /) der Ebenen, welche 
durch die gegenüberliegenden Kantenpaare gehen, in einer|Ge- 
raden a. Ebenso schneiden sich die Ebenen a) durch diejdrei 
ungeraden Eckpunkte, ß) durch die geraden Eckpunkte, /) durch 
die drei Schnittpunkte gegenüberliegender Kanten in einer zweiten 
geraden Linie b. Die Geraden a und b sind konjugierte Polare 
von einander. 

9) Im engen Anschlufs an die Übung 4) zu § 21 des ersten 
Teiles (I S. 128, 129) beweise man folgende Sätze: 

Die Gleichung JS a** a tx — stellt eine feste Beziehung 
zwischen den Flächen Ha tx xiXx = und JSatxUtUx = dar. 
Wenn diese beiden Flächen eigentliche Flächen sind, so sagt die 
Gleichung aus, dafs auf der ersten Fläche die Eckpunkte von 
unendlichvielen Polartetraedern der zweiten liegen und der zweiten 
unendlichviele Polartetraeder der ersten umgeschrieben sind. 

Man gebe die speciellen Fälle an, in welche dieser Satz 
übergeht, wenn eine der beiden Flächen eine uneigentliche Fläche 
wird. Namentlich beweise man den Satz: 

Wenn die Bedingungsgleichung besteht und die Gleichung 
in Ebenenkoordinaten ein Punktepaar darstellt, so sind seine Punkte 
konjugierte Pole für die erste Fläche; und wenn die zweite 
Fläche in einen Doppelpunkt übergeht, so liegt derselbe auf der 
ersten Fläche. 

Ferner gilt der Satz: 

Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung beliebig gegeben sind, 
so ist im allgemeinen weder der ersten ein Polartetraeder der 
zweiten eingeschrieben, noch der zweiten ein Polartetraeder der 
ersten umgeschrieben; sobald aber die zweite Fläche von einem 
einzigen Polartetraeder der ersten berührt wird, sind ihr dreifach 
unendlichviele Polartetraeder der ersten Fläche umgeschrieben; 
zugleich liegen aber auch die Eckpunkte von dreifach unendlich- 
vielen Polartetraedern der zweiten Fläche auf der ersten. 

10) Abbildung einer Fläche zweiter Ordnung auf eine Ebene. 
Man wähle einen Punkt S der Fläche zum Projektionscentrum, 

ziehe die Gerade SP nach einem beliebigen Punkte P der Fläche 
und ordne dem Punkte P den Schnittpunkt P' der Geraden SP 
mit der Ebene zu. Dabei entsprechen die Punkte P und P r 



176 § 23. Einteilung der Flächen zweiter Klasse. 

einander im allgemeinen eindeutig; nur dem Punkte S der Fläche 
entsprechen alle Punkte auf der Schnittlinie der gegebenen Ebene 
mit der Tangentialebene in S, und wofern die Fläche geradlinig 
ist, werden die beiden von S ausgehenden Geraden der Fläche 
je durch einen einzigen Punkt der Ebene abgebildet. 

Es sei F (x! . . . x 4 ) = die Gleichung der Fläche; (x°) sei 
der Punkt S ; (x'), (x"), (x w ) seien drei beliebige Punkte der Ebene. 
Die Koordinaten (y«) eines beliebigen Punktes P' der Ebene sind 
den Gröfsen 

giXa + g 2 Xa" + g 8 Xa w 

proportional. Ebenso darf man die Gröfsen >lxa -f- y« als Ko- 
ordinaten eines beliebigen Punktes P der Geraden SP' auffassen. 
Da aber der Punkt S auf der Fläche liegt, nimmt die Bedingung 
dafür, dafs der Punkt P der Fläche angehört, die Gestalt an: 

2Z2xL°F(y l ) + ¥(y l . . . y 4 ) = 0. 

Indem wir den hieraus folgenden Wert von X in die Koordi- 
naten des Punktes P einsetzen, folgen die Gleichungen: 

gxa = — x a °F (yi . . . y 4 ) + 2y a 2xi*F (y<). 

Hier stellen yi . . . y 4 lineare Formen von g t , g 2 , gs dar. 
Demnach sind die Koordinaten der Fläche proportional zu homo- 
genen quadratischen Ausdrücken in gi, g*, g 8 . Nun giebt es zwei 
reelle oder imaginäre Wertsysteme g l} g 2 , gs, für welche die 
beiden Gleichungen F (y t . . . y 4 ) = und Uxi ° F' (y*) = 
befriedigt werden. Setzt man also einen Bildpunkt (g) als gemein- 
schaftlichen Punkt der Fläche, ihrer Tangentialebene in S und 
der Bildebene voraus , so werden die Ausdrücke für xi . . . x 4 
sämtlich gleich null. Man weise nach, dafs jedem solchen Punkte 
eine Erzeugende der Fläche entspricht. 

Umgekehrt vermitteln die vier quadratischen Formen tf>x , <P 2 , 
# 3 , # 4 von g^ g 2 , g3, welche für zwei bestimmte Wertsysteme 
der g^ g 2 , g 3 sämtlich null werden, durch die Gleichungen: 

QXa — *a (gi,g2, gs) 

eine Abbildung einer Fläche zweiter Ordnung auf eine Ebene. 
Will man nämlich die Punkte der Fläche finden, welche auf der 
Schnittlinie der beiden Ebenen liegen : ai Xi + . . . + a 4 x 4 — 0, 
biXt 4-... + b 4 x 4 = 0, so hat man die Wurzeln der Gleichungen 
ai#i +... + a 4 # 4 =0, b^x +...b 4 ^ 4 =0 aufzusuchen und von 
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den gemeinschaftlichen Wurzeln der Gleichungen & x =0...# 4 =-0 
abzusehen. 

Zur Übung lege man die Abbildungen zu Grunde: 

a) x, — 2& &, x 2 = 2g 2 g 3 , x s — g? + g§ - g§, 

X4 = gf +g|+gl; 

b) Xi = gf, x 2 = gig*, x s — g,g 8 , x 4 — gjfgs. 

(Speciell betrachte man x, y, z als rechtwinklige Koordinaten 
im Räume, u, v als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, setze 

2u 2v = 1 — u* — v» 

X_ 1+ U 8 4_ V «' y 1+ U 2 +V 2> Z l +u * + v *' 

und untersuche die hierdurch vermittelte Abbildung der Kugel auf 
die Ebene.) 

Dabei beachte man folgendes: 

a) Jeder Geraden der Ebene entspricht auf der Fläche ein 
Kegelschnitt; wenn die Gerade durch einen der singulären Punkte 
der Ebene geht, so entspricht ihr eine Gerade der Fläche; der 
Verbindungslinie der singulären Punkte entspricht ein einziger 
Punkt der Fläche. 

ß) Jedem Kegelschnitt in der Ebene entspricht auf der Fläche 
eine Raumkurve vierter Ordnung; diese geht in eine Raumkurve 
dritter Ordnung über, falls der Kegelschnitt durch einen singu- 
lären Punkt geht, und in eine Kurve zweiter Ordnung, falls er 
die beiden singulären Punkte enthält. 

11) Aufzählung der Flächen, welche vermittelst quadratischer 
Gleichungen auf die Ebene abgebildet werden können. 

Wir setzen allgemein: 

Xa = *« (gi, &, gs), 

wo wir unter x 1? x 8 , x 3 , x 4 räumliche Tetraeder-Koordinaten, 
unter g l? g 2 , g 3 ebene Dreiecks-Koordinaten verstehen und wo 
4*i, #2, ^s> 4*4 homogene Funktionen zweiten Grades in g t , g 2 , 
g 3 sind. Die Schnittkurve einer beliebigen Ebene 2Za t xi=*0 
wird durch die Kurve Hzi&t = abgebildet. Es kommt daher 
für die abgebildete Fläche im wesentlichen auf das dreifach un- 
endliche System von Kegelschnitten an, welches durch die vier 
Kurven 

# 4 =0, # 2 — 0, #5 = 0, # 4 = 

bestimmt wird. Dies System steht in enger Beziehung zu einer 
Schar von Kurven zweiter Klasse, wie man aus der Übung 8) 

Kl Hing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 12 
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zu I § 24 (S. 163) ersieht. Somit wird die abgebildete Fläche 
durch diese Kegelschnittsschar bestimmt. 

Sind jetzt u 1? u 2 , u 3 ebene Linienkoordinaten, so sind fol- 
gende Fälle zu unterscheiden: 

a) uf -au§=0, u»-0u»— 0, 

b) uf — «u! = 0, u 2 u 3 =0, 

c) u| — 2u x U3 — 0, u x u 2 — 0, 

d) uf =0, uj -auf =0, 

e) uf = Ö, 2 Ul u 2 -u§ = 0, 

f) uj— 0, u»— 0, 

g) uj — 0, u 1 u 2 =0. 

(Aus a) geht für den Fall, dafs die zu Grunde gelegten 
Variabein konjugiert komplexe Werte haben, die Form hervor: 

u ! ~ u i + u i = °> u i u * = °- 
Ebenso mufs man unter f) auch die Gleichungen betrachten: 

uf — uj— 0, UjU,— 0.) 

Dem Falle a) entspricht die Abbildung: 

xi — agf + 0g | + /gf, x 2 = g t g a , x 3 — g^s, x 4 = § 2 § s . 

Ebenso führt die Kurvenschar b) auf die Darstellung: 

xi — agf + g|, x 2 = gj, x 3 — £^2, x 4 = SJs, 

und die Schar c) auf die Abbildung : 

xi = gf + g^, x * = g?> x 3 = g§> x 4 = g 2 S 3 - 
Man gebe für die übrigen Fälle die entsprechende Abbildung 

an und untersuche die auf diese Weise erhaltenen Flächen. (Die- 
jenigen Flächen vierter Ordnung, welche durch Gleichungen 
zweiten Grades auf die Ebene abgebildet w T erden können, werden 
als Steinersche Flächen bezeichnet.) 

§ 24. 

Der Flächenbüschel zweiter Ordnung. 

1. Wenn die Gleichungen 

(1) F (xi ... x^ = 0, * (xi . . . x 4 ) = 
zwei Flächen nter Ordnung darstellen, so sagen wir, alle Flächen, 
deren Gleichung ist: 

(2) F + X<P = 0, 
gehörten dem durch die Gleichungen (1) bestimmten Flächen- 
büschel nter Ordnung an. 
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Statt von den beiden Flächen (1) auszugehen, dürfen wir 
den Büschel auch durch irgend zwei Flächen bestimmen, die dem- 
selben angehören, also bei ungleichen Marken X\ und X % auch 
durch die beiden Flächen: 

F + ^# = 0, F + 4 2 tf> = 0. 

Die Flächen des Büschels (2) gehen durch die Schnittlinie 
der beiden Flächen (1) hindurch. Denn sobald die beiden Glei- 
chungen (1) für irgend einen Punkt (x) erfüllt sind, mufs auch 
bei beliebigem Werte von X die Gleichung (2) für denselben 
Punkt befriedigt werden. 

Dagegen geht durch jeden Punkt des Raumes, der nicht der 
Schnittlinie angehört, eine einzige Fläche des Büschels hindurch. 
Für einen Punkt (x'), der nicht in der Schnittlinie liegt, können 
F (x') und # (x') nicht beide verschwinden; also giebt es einen 
einzigen Wert X, welcher der Gleichung genügt: 

F (x) + X<P (x') — 0. 

Jede Tangente der Schnittlinie ist auch Tangente an die 
Flächen des Büschels. Um das zu erkennen, lassen wir eine 
Gerade sich so bewegen, dafs sie durch einen festen Punkt und 
einen veränderlichen Punkt der Schnittlinie geht; die Grenzlage, 
welche diese Sekante erhält, wenn der zweite Punkt dem ersten 
unbegrenzt nahe kommt, ist die Tangente der Kurve. Da aber 
sowohl der feste wie der bewegliche Punkt auf jeder Fläche des 
Büschels liegt, so führt die vorgenommene Operation auch auf 
eine Tangente der Fläche. 

Hiernach mufs die Tangentialebene für jede Fläche des 
Büschels durch die Tangente der Schnittlinie gehen; alle Tan- 
gentialebenen bilden ebenfalls einen Büschel; durch die Wahl der 
Tangentialebene ist auch die Fläche des Büschels bestimmt. 

2. Durch die beiden Fachen: 

(3) 2a lx xtxx = 0, UbtxXiXx = 
wird der Flächenbüschel zweiter Ordnung: 

(4) 2 (in* + lb lx )xtx x = 
bestimmt. 

Die Polareigenschaften gründen sich auf folgenden einfachen 
Satz: 

Wenn zwei Punkte konjugierte Pole in Bezug auf 
zwei Flächen zweiter Ordnung sind, so sind sie auch 

12* 
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konjugierte Pole für jede Fläche des Büschels, dem die 
beiden gegebenen Flächen angehören. 

Die Punkte (x') und (x") mögen konjugierte Pole in Bezug 
auf die Flächen (3) sein; es mögen also die Gleichungen be- 
stehen : 

(5) Uz* xl ' x*" = 0, 2b lx xt ' x/ = 0. 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber: 

(6) 2(ac X +Xb lx )xt'x x " = 0, 
und daraus geht die Behauptung unmittelbar hervor. 

.Wenn aber die Punkte (x') und (x") nicht für jede Fläche 
des Büschels konjugierte Pole sind, so giebt es immer eine Fläche 
desselben, welche die beiden Punkte zu konjugierten Polen hat. 
Denn sobald die Gleichungen (5) nicht beide erfüllt sind, genügt 
die Gleichung (6), um den Koefficienten X zu bestimmen. 

3. Die Polarebenen eines beliebigen Punktes in 
Bezug auf die Flächen eines Büschels zweiter Ordnung 
schneiden sich in einer geraden Linie. 

Die Polarebenen des Punktes (x') in Bezug auf zwei Flächen 
des Büschels schneiden sich, falls sie nicht zusammenfallen, in 
einer geraden Linie. Da jeder Punkt dieser Geraden nach dem 
soeben bewiesenen Satze in Bezug auf irgend eine Fläche des 
Büschels konjugierter Pol zum Punkte (x') ist, mufs auch die 
Polarebene von (x') jedesmal durch die Linie gehen. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich der Satz: 

Wenn die Polarebenen eines Punktes für zwei 
Flächen des Büschels zusammenfallen, so hat dieser 
Punkt dieselbe Ebene zur Polarebene in Bezug auf alle 
Flächen des Büschels. 

4. Wenn einem Büschel zweiter Ordnung eine Kegel- 
fläche angehört, so hat die Spitze derselben für alle 
Flächen des Büschels dieselbe Polarebene; 

und umgekehrt: 

Ein Punkt, welcher für alle Flächen des Büschels 
dieselbe Polarebene hat, ist die Spitze eines demBüschel 
angehörenden Kegels. 

Um den ersten Satz zu beweisen, bestimmen wir den Büschel 
durch den Kegel und eine beliebige andere Fläche. Zur Spitze 
des Kegels ist in Bezug auf ihn selbst jeder Punkt des Raumes 
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konjugierter Pol ; jeder Punkt der Polarebene der Spitze in Bezug 
auf die zweite Fläche ist also konjugierter Pol für zwei, und 
somit auch für alle Flächen des Büschels. 

Beim Beweise der Umkehrung haben wir zu unterscheiden, 
ob der Punkt in der gemeinschaftlichen Polarebene liegt oder 
nicht. Im letzten Falle darf diejenige Fläche des Büschels, welche 
durch den Punkt geht, zu diesem Punkte keine Polarebene liefern; 
denn einerseits sind zu ihm in Bezug auf diese Fläche die Punkte 
der gegebenen Ebene konjugierte Pole, anderseits mufs der Punkt 
zu sich selbst konjugierter Pol sein; er ist also singulärer Punkt, 
oder die Fläche ist ein Kegel und der Punkt sein Scheitel, wenn 
nicht etwa die hindurchgelegte Fläche in ein Ebenenpaar oder 
eine Doppelebene übergeht. 

Wenn aber der Punkt in der gemeinschaftlichen Polarebene 
und somit auch in der Schnittlinie der Flächen liegt, so kann 
man (nach der Schlufsbemerkung von Nr. 2) eine Fläche dadurch 
bestimmen, dafs man verlangt, in Bezug auf diese Fläche solle 
dem Punkte auch noch ein Punkt n x zugeordnet sein, der nicht 
in jener Ebene liegt. Für diese Fläche hat der Punkt wiederum 
keine feste Polarebene, er ist vielmehr singulärer Punkt. 

5. Hieran schliefsen wir noch folgenden Satz an: 

Wenn ein Büschel zweiter Ordnung zwei Kegel 
enthält, so sind die Spitzen konjugierte Pole in Bezug 
auf alle Flächen des Büschels. 

Sind die Punkte 1 und 2 die Spitzen zweier Kegel, so ist 
in Bezug auf den ersten Kegel zum Punkte 1 jeder Punkt und 
somit auch der Punkt 2 konjugierter Pol; ebenso ist dem Punkte 2 
in Bezug auf den zweiten Kegel der Punkt 1 zugeordnet; die 
Punkte 1 und 2 sind demnach konjugierte Pole für zwei und 
damit für alle Flächen des Büschels. 

6. Wir wollen die bisher gefundenen Sätze analytisch be- 
weisen. Die Polarebenen des Punktes (x) in Bezug auf die 
Flächen (3) sind: 

(7) S^xxt'xx = 0, Ubtxxt'xx = 0. 

Da die Polarebene desselben Punktes für die Ebene (4) die 
Gleichung hat: 

2{2a x + Xbtx) x t ' xx = oder 2a LX x t ' xx + i -2b**x* ' x * = 0, 



182 § 24. Der Flächenbüschel zweiter Ordnung. 

so gehört sie dem durch die beiden Ebenen (7) bestimmten 
Büschel an. 

Macht man dieselbe Konstruktion für einen zweiten Punkt (x"), 
so vermitteln die Flächen des Büschels eine projektive Zuordnung 
der beiden Ebenenbüschel: 

(8) 2*1* xt ' x* + X 2b lx x, " x x = und 
2& lx xi " x x + X 2b lx xt " x x = 0. 

Indem man in den beiden Büscheln (8) diejenigen Ebenen 

einander zuordnet, welche derselben Fläche entsprechen, hat man 

dem Koefficienten X jedesmal denselben Wert beizulegen. Dadurch 

werden (nach § 5, 7 S. 34) die Ebenenbüschel einander projektiv 

zugeordnet. Für vier Ebenen des ersten Büschels, welche zu den 

Werten X iy a 2 , a 3 , a 4 des Koefficienten X gehören, hat das 

Doppelverhältnis den Wert: 

/ 3 — X\ A4 — X\ 
• . 

A$ A3 A>2 — A4 

Dies ist aber auch das Doppelverhältnis der zugeordneten 
Ebenen des zweiten Büschels. 

7. Wenn der Punkt (x') für beide Flächen (3) und damit 
auch für alle Flächen (4) dieselbe Polarebene haben soll, wenn 
demnach die Gleichungen (7) dieselbe Ebene darstellen sollen, so 
dürfen sich in diesen beiden Gleichungen die Koefficienten von 
Xi . . . x 4 nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Da 
die Variabele x« in der ersten Gleichung den Koefficienten 

2 a« x x*' 
und in der zweiten den Koefficienten 

2baxXx 

X 

hat, so müssen die Gleichungen bestehen: 

(9) ( a n — ö*n)xr + (a 12 — <»b 12 )x 2 ' + (a 13 — <öb 13 )x 3 ' 

+ O14 — <ob 14 )x 4 ' = 
(a 21 — eub 21 ) Xi' + (a 22 — a>b 22 ) x,' + (a 23 — c»b 23 ) x 3 ' 

-f(a 24 — <öb 24 )x 4 ' =0 
(a sl — cob 31 ) x t ' + (a 32 — a>b 32 ) x 2 ' + (a 33 — c»b 33 ) x 8 ' 

+ (a 34 — cöb 34 )x 4 ' = 
(a 41 — c»b 41 )x 1 ' + (a 42 — <ob 42 )x*' + (a 43 - o>b 43 )x3' 

+ (a 44 — c»b 44 ) x 4 ' = 0. 
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Demnach mufs <d eine Wurzel der Gleichung sein: 

a il ^11 a i2 ""^12 • • • a i4 °*14 

(10) a 21 _Cöb 21 a 22~ ^22 • ' « a 24 — ^24 — Q 

• •••• • •• 

a 4 1 ~" °*4 L a 4 2 ~ ^4 2 ' ' ' a 4 4 ~" ^W 4 

Solange zwischen den Koefficienten a/x und b** keine be- 
sonderen Beziehungen bestehen, hat die vorstehende Gleichung 
vier verschiedene Wurzeln g) x . . . ct> 4 . Zu jeder von ihnen gehört 
ein Wertsystem (x t ' . . . x 4 '), welches den Gleichungen (9) genügt, 
und somit ein Punkt, welcher in Bezug auf alle Flächen des 
Büschels dieselbe Polarebene hat. Daraus folgt: 

Im allgemeinen giebt es vier Punkte des Raumes, 
welche für alle Flächen des Büschels dieselbe Polar- 
ebene besitzen. 

8. Zu der Wurzel a>i möge das Wertsystem (x) und zu der 
von (Di verschiedenen Wurzel a> 2 das Wertsystem (x") vermittelst 
der Gleichungen (9) zugeordnet sein. Es möge demnach in den 
Gleichungen (9) a> durch (Di ersetzt werden und aufserdem möge 
sein: 

(a n — a? s bii) xi" + . . . + (a l4 — <ö 2 b 14 ) x i" = 

I 1 1 I • • • • • • • • • 

(a 41 — a> 2 b 41 ) xi" + . . . + (a 44 — <ö 2 b 44 ) x 4 " = 0. 

Die Gleichungen (9) multiplizieren wir der Reihe nach mit 
Xi", x 2 // , x 3 ", x 4 "; dann folgt durch Addition: 

(12) la^x/x/- co, ,2b,xx*'xx" = 0. 

Ebenso leitet man aus den Gleichungen (11) durch Multipli- 
kation mit Xi' . . . x 4 ' die Gleichung her: 

(13) 2 Ztx xi " x* — a> 2 2 b tx x* " xx = 0. 
Da aber 

2*ix Xi ' xx x/ = 2a lx xi " xx', 2bix xi ' x x " = 2b tx x t " Xx 
ist, so ergiebt sich durch Subtraktion der Gleichungen (12) und 
(13) die Relation: 

(cöj — co 2 ) 2 bix xi ' xx" = 0. 

Hier ist der Faktor <d { — a> 2 von null verschieden. Da somit 
der zweite Faktor verschwinden mufs, gehen aus den Gleichungen 
(12) und (13) die Beziehungen hervor: 

(14) Sit* xt ' xx" = 0, 2 b lx x. ' xx" = 0. 
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Diese beiden Gleichungen sagen aus, dafs die Punkte (x') 
und (x") konjugierte Pole in Bezug auf sämtliche Flächen des 
Büschels sind. 

Es mögen jetzt 1, 2, 3, 4 die vier Punkte sein, von denen 
jeder für alle Flächen des Büschels eine gemeinsame Polarebene 
besitzt. Dann sind zum Punkte 1 die drei Punkte 2, 3, 4 kon- 
jugierte Pole; also ist die durch die drei Punkte 2, 3, 4 gelegte 
Ebene Polarebene zum Punkte 1 in Bezug auf alle Flächen des 
Büschels. Da dasselbe von den andern Punkten gilt, so ist das 
Tetraeder, dessen Eckpunkte die Punkte 1, 2, 3, 4 sind, gemein- 
sames Polartetraeder für alle Flächen des Büschels. 

Die Flächen eines Büschels zweiter Ordnung haben 
im allgemeinen ein gemeinsames Polartetraeder. 

9. Die Gleichung (10) ist die Bedingung dafür, dafs die 
Gleichung 

2 (a*x — cobtx )xix x ==» 
einen Kegel darstellt. Wenn umgekehrt die Fläche 

2 (a* x -f Xbix) xix x = 
ein Kegel sein soll, so mufs die Determinante 

a u + Abu . . . aü + Ab 14 

• ••••• 

a 4 i + Ab 41 . . . a 44 + *b 44 
verschwinden. 

Daraus gehen folgende Sätze hervor: 

Einem Flächenbüschel zweiter Ordnung gehören 
im allgemeinen vier Kegel an; die Spitzen derselben 
sind die Eckpunkte des gemeinsamen Polartetraeders. 

Wir können den ersten Teil des Satzes auch in folgender 
Weise aussprechen: 

Durch die Schnittlinie zweier Flächen zweiter 
Ordnung gehen im allgemeinen vier Kegel zweiter 
Ordnung hindurch. 

Um aus diesem Satze noch eine andere einfache Folgerung 
zu ziehen, berücksichtigen wir folgendes. Durch neun Punkte, 
die keine besondere Lage zu einander haben, läfst sich eine einzige 
Fläche zweiter Ordnung legen; durch acht von diesen Punkten 
und einen beliebig gewählten neunten Punkt ist eine zweite Fläche 
zweiter Ordnung bestimmt. Diese acht Punkte liegen auf jeder 
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Fläche des durch die beiden Flächen bestimmten Büschels; der 
Büschel selbst ist durch die acht Punkte bestimmt. Wir erhalten 
hiernach den Satz: 

Durch acht Punkte des Raumes lassen sich im ali- 
gemeinen vier Kegel zweiter Ordnung legen. 

10. Indem wir die Spitzen der vier in einem Büschel ent- 
haltenen Kegel zu Eckpunkten eines Koordinatentetraeders wählen, 
nehmen die Gleichungen der Flächen die Form von vier Qua- 
draten an. Es ist also: 

<Sa«*x* — A iy j + A f y« + A 8 yJ + A 4 yJ 
1 D) Sb«*x,-B iy } +B 2 y! +B 8 y§ + B 4 yf. 

Die Lösung der Aufgabe: 

Zwei homogene quadratische Formen in vier Variabein als 
Summe derselben vier Quadrate darzustellen, kommt hiernach auf 
das folgende hinaus: 

Man bestimme die vier Wurzeln der Gleichung (10); zu jeder 
Wurzel suche man ein Wertsystem (xi ' . . . x 4 '), welches den 
Gleichungen (9) genügt. Alsdann wähle man vier homogene 
lineare Funktionen y t , y 2 , y 8 , y 4 von Xi . . . x 4 derartig, dafs 
jede unter ihnen für je drei der gefundenen Wertsysteme ver- 
schwindet. Stellen wir jetzt die beiden quadratischen Formen 
durch die neuen Variabein y x . . . y 4 dar, so fallen die Produkte 
y*y* für ungleiche Marken i, x weg. 

11. Wir multiplizieren die erste Gleichung (15) mit B 1? die 
zweite mit Ai und subtrahieren ; dadurch erhalten wir die Gleichung: 
2?(B ia « — A 4 b«)xi*r— (A,B, - A,B,)y5 + (A.B, -A l B 3 )y§ 

+ (A 4 B, -A^yf. 
Die rechte Seite dieser Gleichung enthält nur drei Quadrate ; 
daher mufs auch durch das Verschwinden der linken Seite ein 
Kegel dargestellt werden; es verschwindet also die Determinante: 

Biau — Aibn . . . B,a 14 — Atbi 4 



eichung (10). 



B t a 41 — A^t . . . B,a 44 — Aib 44 
oder der Quotient A t : B A ist eine Wurzel der G 

Aus demselben Grunde sind auch die Quotienten A 2 : B 2 , 
A 3 : B 3 , A 4 : B 4 Wurzeln der Gleichung (10). Da wir über die 
Marken noch beliebig verfügen können, so dürfen wir setzen: 
Aj = BiCBi, A 2 = B 2 co 2 , A 3 = B 3 cö 3 , A 4 — B 4 co 4 . 
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Da die Wurzeln o^ . . . <d a auch imaginär sein können, 
müssen wir für die Koefficienten im Ausdrucke für yi . . . y 4 , 
sowie für die neuen Koefficienten Ai . . . A 4 , Bi . . . B 4 auch 
komplexe Werte zulassen. Wir dürfen daher auch noch weitere 
imaginäre Gröfsen benutzen und demnach 

y, VB X = z, , y 2 VB 2 = z 2 , y 3 VB 3 = z 3 , y 4 VB^ = z 4 
setzen. Dadurch erhalten wir folgende Darstellung: 
Ua lx XiXx = o^zf + eo 2 z* + a> 3 z| + a> 4 z| 
^bixx^xx = zf + z| + z§ + zf, 
w r o «i . . . ö> 4 die Wurzeln der Gleichung (10) sind. 

12. Wir gehen zu den Gleichungen (3) und (4) zurück und 
nehmen an, das benutzte Koordinatensystem habe keinerlei be- 
sondere Lage dem Büschel gegenüber; hiernach vertritt die Ebene 
x 4 = eine beliebige Ebene des Raumes. Setzen wir in der 
Gleichung (4) die Variabele x 4 gleich null, so stellt diese Gleichung 
den Schnitt der Flächen des Büschels mit der Ebene x 4 = dar. 
Daraus geht hervor, dafs jede Ebene einen Flächenbüschel 
zweiter Ordnung in einem Kegelschnittsbüschel schneid et. 

Da die Kurven eines Büschels zweiter Ordnung im allge- 
meinen vier Punkte gemeinschaftlich haben, so wird auch die 
Schnittlinie zweier Flächen zweiter Ordnung im allgemeinen von 
einer Ebene in vier Punkten geschnitten. Diese Schnittlinie kann 
aber nur dann einen ebenen Zweig besitzen, wenn dem Büschel 
ein Ebenenpaar oder eine Doppelebene angehört. Soll dieser 
Fall eintreten, so müssen die Koefficienten in den Gleichungen 
der Flächen besonderen Bedingungen genügen (vergleiche den 
folgenden Paragraphen). Solange also zwei Flächen nicht beson- 
dere Lage zu einander haben, hat ihre Schnittlinie mit jeder Ebene 
nur eine endliche Zahl von Punkten gemein; sie ist eine Raum- 
kurve. Nun legen wir einer Raumkurve die mte Ordnung 
bei, wenn sie mit einer Ebene im allgemeinen m Punkte gemein 
hat (genauer, wenn die Schnittpunkte vermittelst einer Gleichung 
m*en Grades berechnet werden). Daher gilt der Satz: 

Die Schnittlinie zweier Flächen zweiter Ordnung 
ist im allgemeinen eine Raumkurve vierter Ordnung. 

13. Die Bedingung dafür, dafs die beiden Punkte (x') und 
(x") der Ebene x 4 = konjugierte Pole in Bezug auf die Flächen 
des Büschels sind, ergiebt sich aus den Gleichungen (5), wenn 
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man darin x 4 ' und x 4 " gleich null setzt. Daher sind Punkte dieser 
Ebene, die einander in Bezug auf den in ihr enthaltenen Kegel- 
schnittsbüschel konjugiert zugeordnet sind, auch konjugierte Pole 
für die Flächen des Büschels. 

In I § 23 haben wir für die Kegelschnittsbüschel folgende 
Sätze gefunden: Im allgemeinen hat jeder Punkt einen konju- 
gierten Pol, den Schnittpunkt der Polaren des Punktes; nur drei 
Punkte haben dieselbe Polare in Bezug auf alle Kurven des 
Büschels; diese drei Punkte sind die Eckpunkte eines den Kurven 
gemeinsamen Polardreiecks; zugleich ist jeder dieser Punkte der 
singulare Punkt für ein Linienpaar, welches dem Büschel angehört; 
weitere Linienpaare sind in dem Büschel nicht enthalten. 

Dementsprechend sind die Punkte der Ebene einander paar- 
weise in Bezug auf die Flächen des Büschels zugeordnet; dabei 
entspricht jedem ihrer Punkte der Schnittpunkt der gemeinsamen 
Polare mit der Ebene. Nur die Polaren dreier Punkte fallen ganz 
in die Ebene hinein, und zwar ist die Verbindungslinie von je 
zweien dieser Punkte jedesmal die Polare des dritten. Diese drei 
Punkte bilden mit dem Pol der Ebene in Bezug auf eine beliebig 
ausgewählte Fläche des Büschels die Ecken eines Polartetraeders 
der Fläche. (Dabei wird nur vorausgesetzt, dafs die Ebene von 
der Fläche nicht berührt wird.) Speciell bilden die Verbindungs- 
linien der drei Punkte mit der Spitze eines dem Büschel ange- 
hörenden Kegels drei konjugierte Durchmesser dieses Kegels. 

Aus den oben erwähnten Sätzen geht ferner unmittelbar 
hervor, dafs drei Flächen des Büschels die gegebene Ebene in 
Linienpaaren schneiden. Jede dieser Flächen wird von der Ebene 
berührt (§ 13, 5, S. 94). Demnach gilt der Satz: 

In einem Flächenbüschel giebt es im allgemeinen 
drei Flächen, welche eine gegebene Ebene berühren; 
die Berührungspunkte haben die Eigenschaft, dafs die 
Verbindungslinie von je zwei unter ihnen die gemein- 
same Polare des dritten Punktes ist. 

Den ersten Teil dieses Satzes sprechen wir noch in folgender 
Weise aus: 

Es giebt im allgemeinen drei Flächen zweiter Ord- 
nung, welche durch acht Punkte gehen und eine vor- 
geschriebene Ebene berühren. 
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Indem wir die ausgewählte Ebene durch die unendlichferne 
Ebene ersetzen, erhalten wir folgende Sätze: 

Der Flächenbüschel zweiter Ordnung enthält im 
allgemeinen drei Paraboloide; zieht man durch den 
Mittelpunkt irgend einer Fläche des Büschels die Paral- 
lelen zu den Durchmessern dieser Paraboloide, so bilden 
diese für die Fläche ein System konjugierter Durch- 
messer. 

Durch acht Punkte von allgemeiner Lage lassen sich 
drei Paraboloide legen. 

14. Für besondere Lagen der Ebene weist der ausgeschnittene 
Kegelschnittsbüschel specielle Eigenschaften auf. So müssen die 
Kurven des Büschels einander sämtlich berühren, wenn die Ebene 
eine Tangente der Raumkurve vierter Ordnung enthält. Ferner 
schneidet in dem Falle, dafs die Ebene durch die Spitze eines 
dem Büschel angehörenden Kegels geht, dieser Kegel in einem 
Geradenpaare und vertritt, ohne im eigentlichen Sinne zu be- 
rühren, eine berührende Fläche. 

Besonderes Interesse gewährt der Fall, dafs die Ebene einen 
Kegel des Büschels berührt. Alsdann gehört dem Kegelschnitts- 
büschel eine Doppelgerade an, nämlich die Erzeugende des Kegels, 
längs deren die Berührung stattfindet. Nach I § 25 hat jeder 
Punkt der Doppelgeraden in Bezug auf alle Kurven des Büschels 
dieselbe Polare. Der Kurvenbüschel besitzt einfach unendlichviele 
gemeinsame Polardreiecke; allen diesen gehört die Doppelgerade 
als Seite und ihr Pol als Eckpunkt an. 

Da der Kurvenbüschel aufser der Doppelgeraden nur noch 
ein einziges Geradenpaar enthält, so wird die Ebene von einer 
einzigen zweiten Fläche des Büschels berührt. 

15. Die Lage einer Geraden den Flächen des Büschels gegen- 
über braucht nicht näher untersucht zu werden; in dieser Hinsicht 
gelten dieselben Sätze, wie für den Kegelschnittsbüschel, und die 
Beweise zeigen keinerlei Verschiedenheit. Es genügt daher, die 
Sätze anzuführen: 

Unter den Flächen eines Büschels zweiter Ordnung 
giebt es im allgemeinen zwei, welche eine gegebene 
gerade Linie berühren; ihre Berührungspunkte sind 
konjugierte Pole in Bezug auf alle Flächen des Büschels. 
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Die Schnittpunkte mit den einzelnen Flächen bilden 
eine Involution, deren Hauptpunkte die beiden Berüh- 
rungspunkte sind. 

Durch acht gegebene Punkte gehen im allgemeinen 
zwei Flächen zweiter Ordnung, welche eine ebenfalls 
gegebene gerade Linie berühren. 

16. Es dürfte angemessen sein, eine zweite Methode kurz 
anzudeuten, nach welcher die vorhin bewiesenen Sätze gefunden 
werden können, und einige weitere Sätze über die Schnittlinie 
zweier Flächen zweiter Ordnung beizufügen. 

Durch die drei Punkte (§), (tj), (£) sei eine Ebene gelegt; 
dann lassen sich die Koordinaten ^ . . . x 4 ) irgend eines Punktes 
derselben in der Form darstellen: 

xi = 4igi + X t tji + A 8 £i 

Durch Einsetzung dieser Werte gehen die Gleichungen (3) 
über in 

UaixXtXx = 2*ix (2i|i + X^i + X&) (Aig* + X 2 tjx + hS*) 

= A n i| + A 22 A| + A 88 2§ + 2A 12 A 1 A 2 

4~ "AjgAjXg + 2A 28 x 2 /-g, 

JSb,xx,x* = 2;b,x (i!& + i*tjt + 2t gi) (2ig» + JU?« + 2»£«) 

-B u 2| + B 22 A| + B 38 A§ + 2B 12 ^ 2 

-f- 2B 13 Ä 1 Ä 8 + 2B 28 A 2 x 3 . 

Jetzt gehen die Bedingungsgleichungen dafür, dafs zwei Punkte 
(x) und (x") dieser Ebene konjugierte Pole der beiden Flächen 
sind, nämlich die Gleichungen: 

2 Zix Xi ' x x " = 0, Ubix xi ' xx = 
über in die folgenden: 

2 Apa Xq Xa = 0, 2 dqo Xq Xa = 0. 

Aus diesen Gleichungen lassen sich die gewonnenen Resultate 
leicht herleiten. 

17. In § 12, 3 (S. 87) haben wir die Koordinaten (x ) für 
den Pol der Ebene 

CxX! + C 2X 2 + C3X3 + C4X4 = 

in Bezug auf die Fläche J^auex^xx^O bestimmt. Dabei fanden 
wir für die Verhältnisse der Koordinaten Ausdrücke, in denen 
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die Koefficienten der Ebene mit den Unterdeterminanten dritten 
Grades der aus den Koefficienten a t * der Fläche gebildeten Deter- 
minante multipliziert werden. Sucht man den Pol dieser Ebene 
in Bezug auf die Fläche (4) des Büschels, so mufs man in diesen 
Ausdrücken jeden Koefficienten a <x durch a** + Xb iX ersetzen. 
Daher werden die Verhältnisse der Koordinaten Funktionen dritten 
Grades von X; man erhält Gleichungen von folgender Form: 

px,' — Ai + B^ + QA» + D,X 3 

• • • • • • • 

Q x A ' = A 4 + B A X + C 4 A 2 + D 4 P, 
wo die sechzehn Koefficienten A«, B a , C«, D« von den Gröfsen 
aix, b/x, Ci abhangen. 

Um die Gesamtheit der Pole zu erhalten, mufs man dem 
Parameter X alle möglichen Werte beilegen. Dadurch werden 
die Koordinaten von dem Parameter X abhängig; die Punkte füllen 
also eine Kurve an. Diejenigen Pole, welche in der Ebene 

b t X|' + b 2 x 2 ' + b 3 x 3 ' + b 4 Xi' = 
liegen, werden dadurch bestimmt, dafs man die angegebenen 
Werte der Koordinaten in die Gleichung dieser Ebene einsetzt; 
da die hierdurch erhaltene Gleichung vom dritten Grade in X ist, 
so enthält die Ebene drei Pole. Es gilt also der Satz: 

Die Pole zu einer festen Ebene in Bezug auf die Flächen 
eines Büschels zweiter Ordnung liegen in einer Raumkurve dritter 
Ordnung. 

Auch die gegebene Ebene wird von dieser Kurve in drei 
Punkten geschnitten; daher giebt es im Büschel drei Flächen, für 
welche der Pol einer gegebenen Ebene in sie selbst hineinfällt, 
oder drei Flächen des Büschels werden von der Ebene berührt. 

18. Wir haben gesehen, dafs der vollständige Schnitt zweier 
Flächen zweiter Ordnung in einer Raumkurve vierter Ordnung 
besteht. Nun zeigt die Theorie der algebraischen Kurven, dafs 
nicht umgekehrt jede Raumkurve vierter Ordnung zwei Flächen 
zweiter Ordnung gemeinschaftlich ist; man nennt daher die Schnitt- 
linie zweier Flächen zweiter Ordnung eine Raumkurve vierter 
Ordnung erster Species. Durch eine solche Kurve lassen 
sich vier Kegel zweiter Ordnung legen. Jede Gerade, die von 
der Spitze eines solchen Kegels nach einem Punkte der Kurve 
gezogen w 7 erden kann, ist eine Erzeugende des Kegels. Da sie 
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eine beliebige zweite Fläche des Büschels noch in einem zweiten 
Punkte trifft, so ergiebt sich der Satz: 

Es giebt vier Punkte des Raumes von der Beschaffenheit, 
dafs jede von einem dieser Punkte aus nach einem beliebigen 
Punkte einer vorgelegten Raumkurve vierter Ordnung erster 
Species gezogene Gerade noch einen zweiten Punkt mit der Kurve 
gemein hat. 

19. Durch eine gegebene Raumkurve vierter Ordnung erster 
Species und einen ihr nicht angehörenden Punkt jt läfst sich eine 
Fläche zweiter Ordnung legen. Wenn diese Fläche eine eigent- 
liche geradlinige Fläche ist, so gehen durch jeden ihrer Punkte, 
speciell durch den Punkt Jt, zwei Geraden der Fläche hindurch. 
Jede dieser Geraden hat zwei (reelle oder imaginäre) Punkte mit 
der Kurve gemein; sie ist eine Sekante der Kurve. Umgekehrt 
hat jede von jt ausgehende Gerade, welche die Kurve zweimal 
trifft, mit der durch n gelegten Fläche des Büschels drei Punkte 
gemein; sie gehört dieser Fläche ganz an. Somit gilt der Satz: 

Durch jeden Punkt des Raumes, der nicht einer gegebenen 
Raumkurve vierter Ordnung erster Species angehört und nicht 
mit der Spitze eines der vier hindurchgehenden Kegel identisch 
ist, gehen zwei oder keine Sekanten der Kurve hindurch, jenach- 
dem die durch den Punkt und die Kurve gelegte Fläche gerad- 
linig oder ungeradlinig ist; in dem speciellen Falle, dafs durch 
den Punkt einer der vier Kegel hindurchgeht, kann man durch 
den Punkt nur eine einzige Sekante der Kurve legen. 

Man kann auch sagen, durch jeden Punkt einer ungeradlinigen 
Fläche zweiter Ordnung gingen zwei imaginäre Gerade der Fläche 
hindurch. Wir können daher den vorstehenden Satz auch in 
folgender Weise aussprechen: 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen im allgemeinen zwei 
reelle oder imaginäre Sekanten einer Raumkurve vierter Ordnung 
erster Species. 

Übungen : 

1) a) Die Schnittkurve zweier Flächen zweiter Ordnung 
werde von einer Ebene in den vier reellen Punkten a, ß, /, rf 
geschnitten; welches ist die gemeinschaftliche Polare des Schnitt- 
punktes der Geraden aß und yd} 
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b) Für welche Punkte der Ebene gehören die gemeinsamen 
Polaren dieser selben Ebene an? 

c) In welchen Punkten wird die Ebene von Flächen des 
Büschels berührt? Welcher Art sind diese Flächen? 

d) Wie ändern sich die gefundenen Resultate, falls zwei oder 
alle vier Schnittpunkte imaginär sind (vgL I § 23, 9;? 

2) a) Nachdem ein Flächenbüschel zweiter Ordnung gegeben 
ist, lege man durch einen Punkt und eine gemeinschaftliche Polare 
eine Ebene. Inwieweit läfst sich hiernach schon die Lage der 
Diagonalpunkte desjenigen Vierecks bestimmen, welches die Schnitt- 
punkte der Ebene mit der Grundkurve des Büschels zu Eck- 
punkten hat? 

b) Wenn man aufserdem von diesen Schnittpunkten zwei 
kennt, welche nicht in gerader Linie liegen, so sollen die beiden 
andern gefunden werden. 

c) Hiernach löse man folgende Aufgabe: 

Von einem Punkte aus soll man an die Schnittkurve zweier 
gegebener Flächen zweiter Ordnung die Sekanten konstruieren. 

3) Wenn das einem Flachenbüschel zweiter Ordnung gemein- 
same Polartetraeder reell ist, so haben wir zwei Fälle zu unter- 
scheiden : 

a) entweder sind auch die vier Kegel des Büschels reell, 

b) oder es sind zwei Kegel reell, die beiden andern imaginär. 
Im ersten Falle ist auch die Schnittkurve reell, im zweiten 

ist sie imaginär. 

(Die Gleichungen der den Büschel bestimmenden Flächen 
können in der Form vorausgesetzt werden: 

a,xf + a 2 x§ -}- a 3 x| + a 4 x| = 
b t xj + b 2 xj + b 3 x§ + b 4 xf = 0. 
Da der Büschel nur ein einziges Polartetraeder besitzen soll, 
darf keine der sechs Determinanten a £ b x — a* b* verschwinden. 
Aus der Beziehung zwischen diesen sechs Gröfsen folgt die Rich- 
tigkeit der Behauptung.) 

4) Wir betrachten den Fall, dafs die vier Kegel reell sind. 
Unter dieser Annahme können wir bei Benutzung von drei posi- 
tiven Konstanten c 1? c 2 , c 3 , welche in der Beziehung stehen: 
Ci + c 8 — c* , die Gleichungen der vier Kegel in der Form 
schreiben : 
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K x — Cjxf — c 2 x| + c 3 x| = 0, K 2 = c x xf + xj — xf = 0, 

K 3 = ^2 X ! + x l — x ! =0, K 4 = c 3 xf + x* - xf = 0. 

a) Jede durch die Gerade x t = x 2 = gelegte Ebene hat 
mit der Schnittkurve vier reelle Punkte gemeinschaftlich; die fünf 
andern Kanten des Polartetraeders haben diese Eigenschaft nicht. 

b) Von den vier Ebenen des gemeinschaftlichen Polartetra- 
eders schneiden zwei die Kurve, während die beiden andern keinen 
Punkt mit ihr gemein haben. Ebenso liegen die Spitzen zweier 
Kegel je im Äufsern der drei andern Kegel, während die Spitzen 
der beiden andern Kegel je im Innern zweier und im Äufsern 
eines Kegels liegen. Denjenigen beiden Ebenen, von denen die 
Kurve geschnitten wird, liegen im Polartetraeder diejenigen Eck- 
punkte gegenüber, welche im Äufsern dreier Kegel liegen. 

Wir wollen die beiden Kegel, deren Spitzen im Äufsern 
dreier Kegel liegen, als die beiden ersten und die andern als die 
beiden letzten bezeichnen. Nachdem unter den beiden ersten 
einer willkürlich als erster bezeichnet ist, soll derjenige dritter 
genannt werden, dessen Spitze im Innern des ersten liegt. Als- 
dann können wir sagen: 

Die Spitze eines jeden der beiden ersten Kegel liegt im 
Äufsern dreier Kegel; von den beiden letzten Kegeln liegt die 
Spitze jedesmal im Innern des andern; aufserdem liegt die Spitze 
des dritten Kegels im Innern des ersten und die Spitze des vierten 
im Innern des zweiten. 

c) Die Tangente, welche im Schnittpunkte einer Seitenfläche 
des Polartetraeders mit der Grundkurve an sie gelegt wird, geht 
durch die gegenüberliegende Ecke des Tetraeders. 

(Einmal aus dem Begriffe konjugierter Pole, dann aus den 
Gleichungen herzuleiten.) 

d) Erzeugende eines der vier Kegei können die Grundkurve 
nur in den Schnittpunkten mit einer gemeinsamen Polarebene 
berühren. 

e) Auf jedem der zwei ersten Kegel liegen vier Tangenten 
der Kurve, während alle Erzeugenden eines der beiden letzten 
Kegel die Kurve in zwei getrennten Punkten schneiden. 

f) Jeder Punkt, welcher aufserhalb der beiden ersten Kegel 
liegt, gehört auch dem Äufsern der beiden letzten Kegel an; 
ebenso gehört das gemeinsame Innere der beiden ersten Kegel 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 13 



1&4 5 24. Der Flichesrcschel rarerer Or±izng. 

ganz dem Innern der beiden letzten an. Ein Punkt, der im 

I r ,. ! des ersten und dritten Kegels liegt, gehört auch dem 
| Aulsern j ^ ^ ° 

' z { \ des vierten an; ebenso gehört das gemeinschaftliche 

| Äußere 1 . . , „ , . , Äußern ] , 

{ T } des zweiten und vierten Kegels dem T } des 

I Innere J l Innern I 

dritten an. Ein Punkt, der im % J des ersten und im 

l Innern { 

Innern \ , ¥ , . .. . _ , f Innern \ , 

t ~ \ des vierten Kegels hegt, gehört dem t - j des 

dritten Kegels an. 

(Man beachte die vier Gleichungen: 

K f -K 3 + K4 = 0, K t +c 3 K 3 -cK* =0, 
K t + c,K* - Cl K4 = 0, K, + c*K, - Cl K 3 =0.) 

g) Liegt ein Punkt ungleichmäßig zu den beiden letzten 
Kegeln, so liegt er auch ungleichmäßig zu den beiden ersten, und 
zwar liegt er alsdann gleichmäfsig sowohl zum ersten und vierten, 
wie zum zweiten und dritten. 

h) Die vier Kegel des Büschels teilen den Raum in acht 
Teile. Indem wir das Äußere durch -|-, das Innere durch — 
bezeichnen, so ergeben sich folgende Möglichkeiten: 

K t + + + — +- 

K, + - + +- + 

K, H 1- - + -\ 

K t -\ 1- + + • 

•ij Wenn wir das Resultat der Einsetzung von (x, ' . . . x*') 
in Ka durch Ka' bezeichnen, können wir der durch den Punkt 
(x) gehenden Fläche des Büschels auch die Gleichung geben: 

K/xJ - K 2 'x§ + K 3 'x! - K 4 xj =0. 
k) Durch diejenigen Punkte des Raumes, welche gleichmäßig 
zu den beiden letzten Kegeln, aber ungleichmäßig zu den beiden 
ersten Kegeln liegen, gehen die ungeradlinigen Flächen des 
Büschels hindurch; durch jeden Punkt, der zu den beiden ersten 
Kegeln gleichmäßig liegt, sowie durch jeden Punkt, der sowohl 
den beiden ersten wie den beiden letzten Kegeln gegenüber un- 
gleichmäßig liegt, läßt sich eine geradlinige Fläche des Büschels 
legen. 
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Mit andern Worten : Von den acht in h) aufgezählten Raum- 
teilen enthalten die vier ersten alle geradlinigen und die vier 
letzten alle ungeradlinigen Flächen des Büschels. 

1) Wie mufs hiernach ein Punkt des Raumes liegen, damit 
sich durch ihn zwei reelle Sekanten der Grundkurve legen lassen ? 

m) Durch welche Punkte des Raumes gehen zwei imaginäre 
Sekanten, durch welche geht nur eine einzige Sekante, und von 
welchen Punkten aus lassen sich unendlich viele Sekanten der 
Raumkurve ziehen? 

n) Jede Fläche des Büschels gehört zwei unter den in h) 
aufgestellten Raumteilen an. Man gebe an, in welcher Weise die 
acht Raumteile je zu zweien derartig zusammengehören, dafs jede 
Fläche, welche Punkte des einen enthält, auch teilweise im an- 
deren liegt. 

o) Jede ungeradlinige Fläche wird entweder von der Ebene 
x 3 = oder von der Ebene x 4 = nicht geschnitten; die Kante 
x s = x 4 = liegt also aufserhalb aller ungeradlinigen Flächen des 
Büschels. 

p) Die durch die Kante x 3 =x 4 =0 gelegten Ebenen schneiden 
mindestens einen der Kegel K x und K 2 . Wenn eine Ebene nur 
einen dieser beiden Kegel schneidet, so berührt sie eine ungerad- 
linige Fläche des Büschels; schneidet sie aber beide Kegel, so ist 
sie aufserdem noch Tangentialebene an eine geradlinige Fläche 
des Büschels. Man gebe auch die Grenzlagen zwischen den hin- 
durchgehenden Ebenen an. 

q) Jede durch die Kante x x = x 2 = gelegte Ebene schneidet 
zwei Kegel des Büschels in Geradenpaaren und berührt noch 
eine geradlinige Fläche. 

r) Die Grundkurve des Büschels besteht aus zwei getrennten 
Zweigen. 

(Man beachte die Lage ihrer Punkte etwa zum Kegel K 3 .) 

s) Man lege durch die Spitze eines der vier Kegel eine den- 

I schneidende 
nicht schneidende Ebene und untersuche den auf dieser 
berührende 
Ebene ausgeschnittenen Kegelschnittsbüschel. 

5) a) Wir wollen jetzt den Fall untersuchen, dafs das Polar- 
tetraeder reell, die Schnittkurve aber imaginär ist. Man soll 

13* 
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nachweisen, dafs in diesem Falle unter Benutzung dreier positiver 
Konstanten a t , a 2 , a s , welche in der Beziehung stehen: a t +a s =a 2 , 
die Gleichungen der vier Kegel immer in der Form vorausgesetzt 
werden dürfen: 

K i = a i x l + a * x I + a s x I> K » = a i x i + X I + x 2> 

K 3 = a « X l ~ X l + X !> K 4 = — a 3 X l + X I + X I- 

b) Auf verschiedene Weise zeige man, dafs die beiden reellen 
Kegel den Raum in drei Teile zerlegen : das Innere von je einem 
und das gemeinsame Äufsere der beiden Kegel. 

c) Die durch den Punkt (x) gehende Fläche des Büschels 
hat die Gleichung: 

K, xf — K 2 'x| — K 5 'x| + K 4 'x| = 0. 
Durch jeden Punkt, der im Innern eines Kegels liegt, geht 
eine nichtgeradlinige, durch jeden Punkt, der im Äufsern beider 
Kegel liegt, eine geradlinige Fläche des Büschels. 

d) Jede Berührungsebene an einen der beiden reellen Kegel 
schneidet aus dem Flächenbüschel einen Kegelschnittsbüschel aus, 
dessen Kurven eine Berührung in zwei imaginären Punkten ein- 
gehen. Die Ebene wird noch von einer nichtgeradlinigen Fläche 
berührt. 

e) Jede andere Ebene wird von drei Flächen des Büschels 
berührt, und zwar von einer geradlinigen und zwei nichtgerad- 
linigen Flächen. Nur wenn die Ebene durch einen oder durch 
mehrere Eckpunkte des Polartetraeders geht, vertritt der durch 
diesen Punkt gehende Kegel eine berührende Fläche. 

{) Jede gerade Linie, mit Ausnahme der Erzeugenden eines 
Kegels, wird von zwei Flächen des Büschels berührt. Die durch 
die Schnittpunkte mit den einzelnen Flächen erzeugte Involution 
ist hyperbolisch. Auf jeder Geraden liegt ein einziges Punkte- 
paar, welches zu sich selbst konjugiert ist. Was gilt in dieser 
Beziehung von den Erzeugenden eines Kegels? 

g) Jedem Büschel dieser Art gehören drei Paraboloide an, 
von denen einzelne durch Cylinder ersetzt werden können. 

h) Wenn einem Büschel drei Cylinder angehören, so haben 
alle seine eigentlichen Flächen den Mittelpunkt mit dem Kegel 
gemeinschaftlich. 

i) Wenn einem Büschel drei Cylinder angehören, so ist ent- 
weder einer oder es sind alle drei hyperbolisch. 
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6) a) Wir nehmen an, die Gleichung (10) habe zwei reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln. Wieviel Eckpunkte, wieviel Ebenen 
und wieviel Kanten des gemeinsamen Polartetraeders sind jetzt 
reell? 

b) In diesem Falle gehören dem Büschel nur zwei Kegel an, 
deren Gleichungen auf die Form gebracht werden können: 

xf + 2x 3 x 4 = 0, x| + x§ - x| = 0. 

c) Von der Spitze eines jeden der beiden Kegel gehen zwei 
Tangenten an die Kurve aus. Wo liegen die Berührungspunkte 
dieser Tangenten? Was gilt von den Erzeugenden eines jeden 
der beiden Kegel? 

d) Man zeige hiernach, dafs die Schnittkurve aus einem 
Zweige besteht. 

e) Die beiden Kegel zerlegen den Raum in vier Teile. Wie 
lassen sich dieselben charakterisieren? 

f) Die vier Raumteile gehören in der Weise zusammen, dafs 
jede Fläche in zwei von ihnen eintritt. In welchen Teilen liegen 
die geradlinigen, in welchen die ungeradlinigen Flächen? 

g) Jede Geradenschar auf einer Fläche des Büschels enthält 
sowohl eigentliche als uneigentliche Sekanten, sowie zwei Tan- 
genten der Grundkurve. 

h) Man untersuche den Schnitt mit den Ebenen Xi — 0, 
x 3 =0, xi = 0. 

7) a) Wenn die Gleichung (10) vier imaginäre Wurzeln hat, 
so sind die Eckpunkte und die Seitenflächen des gemeinsamen 
Polartetraeders imaginär; nur ein Paar Gegenkanten sind reell. 
Die Flächen haben ein einziges Paar von reciproken Polaren 
gemeinsam. 

b) Dem Büschel gehört kein Kegel an. Zwei beliebige Flächen 
desselben lassen sich durch die Gleichungen darstellen: 

XiX* + ax 3 x 4 =0, xf — x| + x§ — xf = 0, 
wo a von ± 1 verschieden ist. Der Büschel enthält nur gerad- 
linige Flächen. 

c) Jede Gerade der einen Schar auf einer Fläche des Büschels 
schneidet die Grundkurve in verschiedenen Punkten; daher besteht 
diese aus zwei getrennten Zweigen. Unter den Geraden der 
andern Schar giebt es vier Tangenten, welche die eigentlichen 
und die uneigentlichen Tangenten von einander trennen; die 
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Schnittpunkte einer eigentlichen Sekante, welche dieser Schar 
angehört, liegen jedesmal auf demselben Zweige. 

d) Von jedem Punkte des Raumes gehen zwei Sekanten der 
Kurve aus; von diesen ist mindestens eine eine eigentliche Sekante. 

e) Jede Ebene hat mit der Kurve zwei oder vier Punkte 
gemeinschaftlich, falls sie nicht etwa durch eine ihrer Tangenten 
hindurchgeht. 

f) Man untersuche den Kegelschnittsbüschel, in welchem eine 
beliebige durch die Gerade X! = x 4 = gehende Ebene schneidet. 
Welche Verschiedenheiten können für die Ebenen noch bestehen, 
die sich durch diese Gerade legen lassen? 

8) a) Zwei Kegel zweiter Ordnung, die einander nicht be- 
rühren, schneiden einander in einer Kurve, welche entweder aus 
zwei Zweigen oder aus einem Zweige besteht oder imaginär ist. 
Man charakterisiere in jedem dieser Fälle den zugehörigen Büschel. 

b) Statt der beiden Kegel kann man zwei ungeradlinige 
Flächen wählen. 

9) Einem gegebenen Flächenbüschel zweiter Ordnung gegen- 
über zerfallen die Geraden des Raumes in verschiedene Gruppen. 

a) Zwei Flächen des Büschels schneiden die Gerade derartig 
in zwei Punktepaaren, dafs die Punkte des einen Paares durch 
die des andern getrennt werden. Alsdann wird jede Fläche von 
der Geraden geschnitten, keine berührt. Die Schnittpunkte mit 
den Flächen erzeugen eine elliptische Involution. Auf der Geraden 
liegt kein Paar konjugierter Pole. 

b) Die beiden Punkte, in denen die Gerade von einer Fläche 
geschnitten wird, liegen in einer (endlichen oder unendlichen) 
Strecke, welche von den Schnittpunkten mit einer bestimmten 
andern Fläche begrenzt wird. In diesem Falle ist die auf der 
Geraden erzeugte Involution hyperbolisch. Auf ihr liegt ein Paar 
konjugierter Pole. Dem Büschel gehören auch Flächen an, welche 
keinen Punkt mit der Geraden gemeinschaftlich haben; zwei seiner 
Flächen werden von der Geraden berührt. 

c) Die Gerade geht durch einen einzigen Punkt der Schnitt- 
kurve, ohne sie zu berühren. Jetzt erzeugen die Flächen des 
Büschels auf ihr eine parabolische Involution. Sie wird von einer 
einzigen seiner Flächen berührt. 

d) Die Gerade hat mit der Schnittkurve zwei Punkte gemein 
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und gehört infolge dessen einer Fläche des Büschels an. Von 
jedem ihrer Punkte geht, falls sie nicht auf einem Kegel des 
Büschels liegt, noch eine zweite Sekante der Kurve aus. Auf ihr 
liegen unendlich viele Paare konjugierter Pole, welche eine hyper- 
bolische Involution bilden. 

e) Die Gerade liegt auf einer Fläche des Büschels, hat aber 
mit keiner andern einen Punkt gemeinschaftlich; sie ist eine un- 
eigentliche Sekante. Sie enthält unendlich viele Paare konjugierter 
Pole, und diese bilden eine elliptische Involution. 

f) Die Gerade ist Tangente an die Schnittkurve und liegt 
somit auf einer Fläche des Büschels. Sie ist gemeinsame Polare 
zu ihrem Berührungspunkte, und die Polaren zu ihren übrigen 
Punkten gehen durch diesen Punkt hindurch. 

10) Welche von den in 9) angegebenen Fällen sind noch 
möglich, falls die Flächen des Büschels keinen Punkt gemein- 
schaftlich haben? 

11) a) Nachdem eine gerade Linie gegeben ist, auf welcher 
unendlich viele zu einander konjugierte Punktepaare liegen, sollen 
alle andern geraden Linien bestimmt werden, denen dieselbe 
Eigenschaft zukommt und die mit der gegebenen Geraden einen 
Punkt gemein haben. 

b) Welche Fläche wird von diesen geraden Linien erzeugt? 

c) In welchen Teilen des Raumes liegen für den in 4) be- 
handelten Fall die sämtlichen derartigen Geraden? 

d) Durch w r elche Punkte geht nur eine einzige derartige 
Gerade? 

e) Durch welche Punkte lassen sich unendlich viele gerade 
Linien legen, denen die angegebene Eigenschaft zukommt? 

f) In welcher Beziehung stehen die hier betrachteten Geraden 
zu der Grundkurve des Büschels? 

12) a) Die Determinante (10), durch deren Verschwinden 
die vier Kegel eines Flächenbüschels bestimmt werden, w 7 ird bei 
Einführung neuer Koordinaten nur mit einem konstanten Faktor 
multipliziert. 

(Man beweise diesen Satz entweder rein begrifflich oder leite 
ihn aus einem bekannten Determinantensatze her.) 

b) Man bestimme die geometrische Bedeutung für das Ver- 
schwinden des Koefficienten von m in der Gleichung (10). 
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(Man kann davon ausgehen, dafs dieser Koefficient auf die 
Form gebracht werden kann JSbixAix, wo Aix die zu a /x ge- 
hörende Unterdeterminante ist, und dann Übung 9 von § 23- 
beachten. Ebenso leicht ist es, ein neues Koordinatensystem so 
zu wählen, dafs die Koefficienten a*x bis auf an, a 82 , a 33 , a 44 
verschwinden und dafs zugleich bn =b a8 =b 33 =0 wird.) 

c) Man soll die geometrische Bedeutung für das Verschwinden 
des Koefficienten von co 9 in der Gleichung (10) bestimmen. 

d) Einer Fläche zweiter Ordnung A sei ein Polartetraeder 
einer zweiten Fläche B eingeschrieben; ist jetzt auch notwendig 
der Fläche B ein Polartetraeder von A eingeschrieben? 

e) Man suche die geometrische Bedeutung für das Ver- 
schwinden des Koefficienten von co 8 in der Gleichung (10). 

(Sobald es ein Polartetraeder der zweiten Fläche giebt, deren 
Kanten die erste Fläche berühren, wird jener Koefficient gleich 
null. Das erkennt man, indem man die Flächen auf ein solches 
System bezieht und berücksichtigt, dafs die Gleichung 

ana,* — a x 2 2 = 
befriedigt wird, wofern die Axe x 3 =x 4 =0 die erste Fläche 
berührt. Umgekehrt kann man ein Polartetraeder der zweiten 
Fläche immer so wählen, dafs fünf seiner Kanten Tangenten an 
die erste Fläche sind; indem man dies Tetraeder für die Be- 
stimmung der Koordinaten benutzt, kann der genannte Koefficient 
nur verschwinden, wenn auch die sechste Kante von der ersten 
Fläche berührt wird. Demjenigen, welcher mit der Plückerschen 
Geradenkoordinaten vertraut ist, mufs geraten werden, den Beweis 
mit ihrer Hilfe zu erbringen.) 

f) Wenn eine Fläche zweiter Ordnung durch die Kanten 
eines Polartetraeders einer zweiten Fläche berührt w T ird, so giebt 
es auch Polartetraeder der ersten Fläche, deren Kanten sämtlich 
Tangenten an die zweite Fläche sind. 

13) Durch die Spitzen der zwölf Kegel, welche sich durch 
die Schnittkurve je zweier von drei Flächen zweiter Ordnung 
legen lassen, geht eine einzige Fläche zweiter Ordnung hindurch. 

Es seien J£a/*x*x* = 0, 2bixXtx% = 0, ÜCixXtXx — die 
Gleichungen der drei Flächen. Soll die Fläche 2J\i X xiXx = O 
um das allen Flächen 2 (X a* x + P b<x) x t x x = gemeinsame 
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Polartetraeder beschrieben sein, so mufs der Koefficient von <x> 
in der Determinante 

2± (^a n + /ihn + a>lu) (2a 12 + fib i2 + a>U*) 

(xass -j- • • •) (Xä44 -|- . . .) 
für alle Werte von X und p verschwinden. Dieser Ausdruck ist 
aber von der Form: X*C + A'pCi -M^*C 2 +p 3 C 8 =0. 

In ähnlicher Weise drückt man die Bedingung dafür, dafs 
die Fläche 2li*xiXx = dem allen Flächen 

2 (foix + VCix) XiX» = 

gemeinsamen Polartetraeder umgeschrieben ist, durch eine Glei- 
chung von der Form aus: 

a 3 B + X*vBi 4- ^ 2 B 2 + i> 3 B 3 = 0, 
und die Bedingung dafür, dafs sie durch die Eckpunkte des den 
Flächen 2((ib lx + vct X )xiXx = gemeinsamen Polartetraeders 
geht, durch das identische Verschwinden der Gleichung 

(a*Ao + ^vk x + (iv^ + r«A 8 = 
aus. Hier ist C der Koefficient von X*co in der aus JUu* + col** 
gebildeten Determinante, also gleich dem Ausdruck 2\i X Atx> wo 
Ai* die zu a< x gehörende Unterdeterminante ist. 
Diese Erwägung zeigt uns, dafs ist: 

Co = Bo, Cs = A<>, Bj = A3. 
Es bleiben somit neun lineare Gleichungen zur Bestimmung 
der Koefficienten \ tx . 

§ 25. 
Einige Flächenbüschel von speciellem Charakter. 

1. Es kann nicht unsere Aufgabe sein, die verschiedenen 
Arten der Flächenbüschel zweiter Ordnung aufzuzählen; wir er- 
achten es aber für notwendig, diejenigen Fälle kurz zu besprechen, 
in denen die Grundkurve einen ebenen Zweig enthält. Die ein- 
zigen ebenen Kurven, die auf einer Fläche zweiter Ordnung liegen 
können, sind der Kegelschnitt und die Gerade. Wir wollen 
daher diejenigen Büschel kurz behandeln, zu deren Grundkurve 
entweder ein Kegelschnitt oder eine Gerade gehört. Um aber 
auch hierbei nicht zu sehr ins Einzelne zu gehen, schliefsen wir 
den Fall aus, dafs ein der Grundkurve angehörender Kegelschnitt 
in ein Geradenpaar zerfällt; wir wollen überhaupt ganz von dem 
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Falle absehen, dafs zur Grundkurve mehr als eine gerade Linie 
gehört. 

2. Wie wir oben gesehen haben, geht durch jeden Punkt 
des Raumes, der nicht in der Grundkurve des Büschels liegt, eine 
einzige Fläche desselben hindurch. Wenn jetzt alle Flächen des 
Büschels einen Kegelschnitt gemeinschaftlich haben, so wählen 
wir einen beliebigen Punkt in der Ebene dieses Kegelschnitts, der 
nicht in ihm liegt, zur Bestimmung einer Fläche. Diese Fläche 
hat mit der Ebene des Kegelschnitts diese Kurve selbst und einen 
weiteren Punkt gemeinschaftlich; daher gehört ihr die Ebene 
selbst an. Sie ist somit ein Ebenenpaar oder eine Doppelebene. 
Im ersten Falle, den wir zuerst betrachten wollen, besteht die 
Grundkurve des Büschels aus den beiden Kegelschnitten, in denen 
eine beliebige Fläche desselben von den beiden Ebenen des Paares 
geschnitten wird. Die Punkte, welche die Schnittgerade der 
beiden Ebenen mit der ausgewählten Fläche gemein hat, müssen 
den beiden Kegelschnitten angehören. 

Zwei in verschiedenen Ebenen liegende Kegelschnitte können 
also nur dann die Grundkurve für einen Flächenbüschel zweiter 
Ordnung bilden, wenn sie sich in zwei (reellen oder imaginären) 
Punkten der Schnittkante ihrer Ebenen treffen. Umgekehrt kann 
man durch zwei in verschiedenen Ebenen liegende Kegelschnitte, 
welche die Schnittgerade dieser Ebenen in denselben beiden 
Punkten schneiden, und einen beliebigen weiteren Punkt eine 
Fläche zweiter Ordnung legen. Statt nämlich die Fläche in der 
angegebenen Weise zu bestimmen, nehme man den gegebenen 
Punkt des Raumes, die beiden Punkte der Schnittgeraden und 
noch je drei Punkte auf jedem der beiden Kegelschnitte und lege 
durch diese neun Punkte, was immer möglich ist, eine Fläche 
zweiter Ordnung. Da diese Fläche mit jedem der beiden Kegel- 
schnitte fünf Punkte gemein hat, geht sie durch die beiden Kegel- 
schnitte hindurch. Es giebt also überhaupt eine Fläche zweiter 
Ordnung, welche der angegebenen Forderung genügt. 

Um aber zu zeigen, dafs es nur eine einzige derartige Fläche 
giebt, legt man durch den Punkt des Raumes eine beliebige Ebene. 
Da diese jeden der beiden Kegelschnitte in zwei (reellen oder 
imaginären) Punkten schneidet, kennt man in ihr fünf Punkte der 
Fläche und somit einen Kegelschnitt, der ganz der Fläche an- 
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gehören mufs. Durch die beiden Kegelschnitte und den gegebenen 
Punkt geht also nur eine einzige Fläche zweiter Ordnung. Nur 
wenn der Punkt auf einer der beiden Ebenen gewählt wird, in 
denen die Kegelschnitte liegen, läfst sich diese Erwägung nicht 
anstellen. Dann mufs aber zur Fläche diejenige Ebene gehören, 
auf welcher der Punkt gewählt ist. In der andern Ebene kennt 
man als Punkte der Fläche die des zweiten Kegelschnittes und 
die Schnittlinie der Ebenen; also besteht die Fläche aus den beiden 
Ebenen. Somit ergiebt sich der Satz: 

Sollen zwei Flächen zweiter Ordnung sich in zwei 
Kegelschnitten schneiden, so müssen diese zwei Punkte 
gemeinschaftlich haben; umgekehrt können zwei be- 
liebige Kegelschnitte, welche die Kante ihrer Ebenen 
in denselben beiden Punkten treffen, zur Grundkurve 
eines Flächenbüschels zweiter Ordnung gewählt 
werden. 

3. Um die gemeinsamen Polartetraeder zu finden, legen wir 
der Untersuchung das Ebenenpaar und eine beliebige weitere 
Fläche # zu Grunde. Zu der singulären Geraden g des Ebenen- 
paares bestimmen wir die reciproke Polare p in Bezug auf die 
Fläche #. Nun beschränken wir uns auf den Fall, dafs diese 
beiden Linien einander nicht schneiden, mit andern Worten, wir 
setzen die beiden Punkte, welche die singulare Gerade mit den 
Flächen des Büschels gemein hat, als getrennt voraus. Jetzt 
schneidet die Polare p sowohl das Ebenenpaar wie die Fläche # 
in zwei Punkten; es giebt aber zwei Punkte a und a auf p, die 
zu den beiden ' Paaren von Schnittpunkten harmonisch liegen. 
Diese Punkte a und a sind zu zwei und somit zu allen Flächen 
des Büschels konjugierte Pole. Wählt man jetzt noch auf der 
singulären Geraden g zwei Punkte ß und ß\ welche für # kon- 
jugierte Pole sind, so bilden die vier Punkte a, «', ß, ß' die 
Eckpunkte eines gemeinsamen Polartetraeders. Da man aber etwa 
den Punkt ß auf der Geraden g noch willkürlich wählen kann, 
so gilt der Satz: 

Wenn sich die Flächen eines Büschels in zwei Kegel- 
schnitten schneiden, so besitzen sie eine einfach un- 
endliche Mannigfaltigkeit von Polartetraedern. 

Hierbei ist vorausgesetzt, dafs die Kegelschnitte getrennte 
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(reelle oder imaginäre) Schnittpunkte haben und dafs keiner von 
ihnen in ein Geradenpaar oder eine Doppelgerade zerfällt. 

4. Indem wir eines der gemeinschaftlichen Polartetraeder der 
Koordinatenbestimmung zu Grunde legen, erhalten die beiden 
ausgewählten Flächen die Gleichungen : 

(1) a x xf + a 2 xl + a 3 x§ + a 4 xf = 0, b x xf + b 2 x| = 0. 

Dem Büschel gehören die Flächen an, welche durch die 
Gleichungen dargestellt werden: 

(2) (a x + Xb x ) xf + (a 2 + *b 2 ) xf + a 3 x§ + a 4 xf = 0. 

Für X gleich — &i : bi und gleich — a 8 : b* enthält die Glei- 
chung nur drei Quadrate; somit gehören dem Büschel neben dem 
Ebenenpaare noch zwei eigentliche Kegel an. 

Jede der beiden Ebenen 

x 3 Väs + x 4 V— a 4 = und x s Va* — x 4 V— a 4 = 

berührt die sämtlichen Flächen des Büschels in den Schnittpunkten 
mit der Geraden x L = x 2 = 0. 

Wenn die Grundkurve eines Büschels aus zwei 
Kegelschnitten besteht, so berühren seine Flächen ein- 
ander in den beiden Punkten, in denen sich die beiden 
Kegelschnitte treffen 

5. Wir gehen jetzt zu dem Falle über, dafs dem Büschel 
eine Doppelebene angehört, beschränken uns aber dabei auf solche 
Büschel, deren Flächen nicht von derselben Ebene berührt werden. 
Zur Bestimmung des Büschels wählen wir aufser der Doppel- 
ebene E noch eine beliebige Fläche #. Der Pol der Ebene E 
in Bezug auf die Fläche # liegt bei unserer Armahme nicht in 
dieser Ebene. Demnach ist jedes Polartetraeder von #, welches 
die Ebene E zu der einen Seite hat, ein gemeinsames Polar- 
tetraeder des Büschels; die gemeinsamen Polartetraeder bilden 
eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit. Die Gleichungen der 
Fläche können wir in der Form schreiben: 

(3) ( Äl + X) xf + a 2 xf + a 3 x§ + a 4 xf = 0. 
Zu ihnen gehört die Doppelebene und der Kegel 

a 2 X 2 I a 3 X 3 ~T a 4 X 4 == ^' 

Die Flächen haben einen Kegelschnitt gemein und berühren 
einander längs desselben. 

6. Wenn die dem Büschel angehörende Doppelebene die 
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unendlichferne Ebene ist und diese die Flächen nicht berührt, so 
dürfen wir die Gleichung des Büschels in der Form voraussetzen : 

Man sagt, alle diese Flächen wären ähnlich und hätten 
ähnliche Lage. Der gemeinsame Mittelpunkt kann als der Ähn- 
lichkeitspunkt aufgefafst werden; das Ähnlichkeitsverhältnis der- 
jenigen beiden Flächen, welche zu den Parametern X und X 

gehören, ist gleich Vx : X', also reell oder imaginär, jenachdem X 
und X dasselbe oder verschiedenes Vorzeichen haben. Die Flächen 
des Büschels haben auch alle Tripel von konjugierten Durch- 
messern gemeinschaftlich. 

Auch die Schnittkurven mit einer beliebigen Ebene bilden 
ein System von ähnlichen Kurven, die denselben Mittelpunkt und 
dieselben Paare von konjugierten Durchmessern besitzen. Ebenso 
haben die auf denselben Geraden liegenden Sehnen denselben 
Punkt zur Mitte. 

Jede Ebene, welche nicht durch den gemeinschaftlichen Mittel- 
punkt geht, wird von einer Fläche des Büschels berührt, nämlich 
von derjenigen Fläche, welche durch den gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt der Schnittkurven geht. Ebenso giebt es eine einzige 
Fläche des Büschels, welche von einer beliebig gewählten Geraden 
berührt wird. 

7. Die Büschel der ähnlichen konzentrischen Flächen zer- 
fallen in zwei Arten, jenachdem die unendlichferne Ebene mit 
den Flächen einen imaginären oder einen reellen Kegelschnitt 
gemein hat. Im ersten Falle dürfen wir die Gleichung in der 
Form schreiben: 

?! -L y 2 -L - 2 — 2 

a 2 -I- b * 1- c* — *" 

Die Flächen sind entweder Ellipsoide oder imaginäre Flächen, 
jenachdem der Parameter X positiv oder negativ ist. 

In dem Falle, dafs die Flächen dieselbe unendlichferne reelle 
Kurve, also einen gemeinschaftlichen reellen Asymptotenkegel 
haben, können wir die Gleichung zu Grunde legen: 

x 2 y 2 z 2 

^ + b~ 2 ~~ c* 
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Diese Gleichung stellt für positive Werte von X einschalige, 
für negative Werte zweischalige Hyperboloide dar. Demnach 
liegen die einschaligen Hyperboloide des Büschels aufserhalb, die 
zweischaligen innerhalb des Asymptotenkegels. 

8. Wir gehen jetzt zu dem Falle über, dafs die Flächen des 
Büschels eine gerade Linie gemeinschaftlich haben. 

Indem wir diese gerade Linie zur Schnittlinie der Ebenen 
x t =0 und x 2 =0 wählen, müssen die beiden Gleichungen (3) 
§ 24, 2 (S. 179) für x t = x 2 = und beliebige Werte von x 8 
und x 4 befriedigt werden. Daher ist 

a S 3 = a s4 = a 4 4 = 0> b 33 = b 84 = b 44 = 0, 
die Determinante (10) § 24, 7 geht somit über in 
(5) {(a l3 + ibis) (a 24 + *b 24 ) - (a l4 + ib l4 ) (a 23 + ab,,)}» = 0. 
Dem Büschel gehören nur zwei Kegel an. Wir wollen an- 
nehmen, dafs die beiden Werte von k y welche dieser Gleichung 
genügen , verschieden sind. Die Spitze (gi . . . g 4 ) desjenigen 
Kegels, welcher zu dem Wurzeiwerte X gehört, wird vermittelst 
der Gleichungen gefunden: 

+ (ai. + *'b 1 ,)i, + (a 11 +2'b 14 )g 4 =0 

(a 11 + i'b M )g 1 +(a tI + i'b„)g, 

+ (a„ + 2T>„) g 8 + (a 24 + i'b t4 ) g 4 = 

(a, i + *'b s i) gi + (a, , + *'b 8 ,) g* = 

(a 4 1 + X\ 1 )$ 1 + (a 4 f + X\ f ) g 2 = 0. 

Da X eine Wurzel der Gleichung (5) ist, so kann man aus 
den beiden ersten Gleichungen g 3 und g 4 eliminieren. Aus der 
übrigbleibenden Gleichung folgt, dafs g t = g 2 = sein mufs. (Wie 
kann man dies unmittelbar aus der Eigenschaft des Kegels her- 
leiten ?) Daher liegen die Spitzen der beiden Kegel in der gemein- 
schaftlichen Geraden. 

Um die Koordinaten in passender Weise zu wählen, setze 
ich fest, dafs der erste Kegel längs der gemeinschaftlichen Erzeu- 
genden von der Ebene x x = und der zweite Kegel längs der- 
selben Geraden von der Ebene x 2 = berührt werde. Die Ebene 
x 2 =0 trifft den ersten Kegel noch in einer zweiten Geraden; 
die Ebene, welche längs dieser Geraden berührt, wird zur Ebene 
x 3 = gewählt. Ebenso schneidet die Ebene x x = den zweiten 
Kegel noch in einer zweiten Geraden; die Ebene x 4 = möge 
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längs dieser Linie berühren. Nach diesen Festsetzungen und bei 
geeigneter Wahl der noch vorhandenen Konstanten werden die 
Gleichungen der beiden Kegel: 

(6) Xix 8 — x| = 0, x 2 x 4 — x* = 0. 

9. Hiernach haben die Flächen des Büschels die Gleichungen : 

(7) xj— x 2 x 4 +2(x| -x,x 3 ) = 0. 

Indem wir diese Gleichung den im vorigen Paragraphen 
durchgeführten Untersuchungen zu Grunde legen, erhalten wir 
folgende Resultate: 

Nur die beiden Punkte x A =x 2 =x 3 =0 und X! =x2=x 4 = 
haben dieselben Polarebenen, und diese berühren, da die Punkte 
auf den Flächen liegen, die sämtlichen Flächen. Jede dieser beiden 
Ebenen berührt einen der beiden Kegel, der dem Büschel angehört, 
und schneidet den andern in zwei geraden Linien. 

10. Da jede Ebene mit der Grundkurve des Büschels vier 
Punkte gemein hat und einer von ihnen der geraden Linie an- 
gehört, so schneidet eine Ebene den übrigbleibenden Teil der 
Grundkurve in drei Punkten. Somit haben die Flächen des Büschels 
eine gerade Linie und eine Raumkurve dritter Ordnung gemein- 
schaftlich. 

Die Flächen des Büschels sind geradlinig, weil jede Fläche 
zweiter Ordnung, in der eine gerade Linie liegt, unendlich viele 
Gerade enthält. Legen wir jetzt durch einen beliebigen Punkt 
des Raumes, der nicht in der Grundkurve liegt, eine Fläche des 
Büschels und ziehen wir von ihm aus diejenige auf derselben 
liegende Gerade, welche zu derselben Schar gehört wie die ge- 
gebene Gerade, so liegen ihre Schnittpunkte mit einer beliebigen 
zweiten Fläche des Büschels auf der Grundkurve, und zwar auf 
der Raumkurve dritter Ordnung, da die gezogene Gerade mit der 
gegebenen keinen Punkt gemeinschaftlich hat. Somit kann man 
an eine Raumkurve dritter Ordnung von jedem Punkte aus, der 
ihr nicht angehört, eine einzige Sekante ziehen. 

11. Schliefsen wir die Punkte der Geraden xi =x 2 =0 aus 
den Gleichungen (6) aus, so dürfen wir sie durch xi und x 2 
dividieren. Die Punkte der Raumkurve genügen daher den Glei- 
chungen : 

(8) 5i = 5» = ?1 

X2 X3 Xj 
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Die Raumkurve liegt also auch auf der Fläche: 

(9) XiX 2 — x 8 x 4 =0, 
welche dem gegebenen Büschel nicht angehört. Da diese Fläche 
die Raumkurve dritter Ordnung, nicht aber die Gerade X! =x 2 =0 
enthält, aber die Punkte x { = x 2 =x s =0 und x 1 =x 2 =x 4 =0 
auch auf der Fläche liegen, so geht auch die Raumkurve durch 
die beiden Punkte, die gemeinschaftlichen Berührungspunkte der 
Flächen. Die Gerade ist eine Sekante der Raumkurve, oder die 
Flächen des Büschels schneiden sich in einer Raumkurve dritter 
Ordnung und einer Sekante derselben. 

Auch die beiden Flächen xf - x 2 x 4 =0 und x x x 2 — x 3 x 4 =0 
bestimmen einen Büschel. Wie man leicht sieht, ist die Grund- 
kurve desselben die Raumkurve dritter Ordnung nebst der Geraden 
Xi = x 3 = 0, einer Tangente der Kurve. Diesem Büschel gehört 
ein einziger Kegel an ; nur die Spitze desselben hat in Bezug auf 
alle Flächen des Büschels dieselbe Polarebene. 

Durch die Raumkurve dritter Ordnung gehen alle Flächen, 
die durch die Gleichung dargestellt werden können: 

(10) a (xf — x,x 4 ) + ß (xf — X!X 3 ) + y (x,x 2 — x 3 x 4 ) = 0. 

Damit diese Gleichung einen Kegel darstellt, mufs aß — y 2 
sein; durch die Kurve lassen sich unendlich viele Kegel zweiter 
Ordnung legen. Es ist nicht schwer zu zeigen, dafs jeder Punkt 
der Kurve zur Spitze eines Kegels gewählt werden kann. 

12. Die Gleichungen (6) werden für jeden beliebigen Wert 
von t befriedigt, wenn man setzt: 

(11) X! : x 2 : x s : x 4 = t : t 2 : t 3 : 1. 

Zugleich genügt man hierdurch den Gleichungen (6) und (9). 
Nun wird durch diese Verhältnisse jedem Werte von t ein ein- 
ziger Punkt zugeordnet. Die Gleichungen stellen also die Raum- 
kurve dar, welche den Flächen des Büschels neben der Geraden 
x t = x 2 = gemeinsam ist. 

Die Schnittpunkte der Kurve mit der Ebene 

ClXi -f- C 2 X 2 + C S X 3 + C4X4 = 

ergeben sich aus der Gleichung: 

(12) Cl t -f c 2 t 2 + c 3 t 3 + c 4 = 0. 
Wie diese Gleichung zeigt, hat jede Ebene mit der Raum- 
kurve drei Punkte gemeinschaftlich; sie ist, wie wir bereits oben 
gesehen haben, von der dritten Ordnung. 
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Übungen : 

1) a) Welche verschiedenen Fälle sind je nach der Wahl der 
Koefficienten z x . . . a 4 , bi, b 2 in den Gleichungen (1) in Bezug 
auf die Realität der Kegelschnitte und ihrer Schnittpunkte möglich ? 

b) Können auch zwei von den Koordinatenebenen imaginär 
sein? 

2) a) Durch zwei Kegelschnitte, die in verschiedenen Ebenen 
liegen, aber zwei Punkte gemein haben, lassen sich zwei Kegel 
legen. Auf welcher Geraden liegen die Scheitel dieser Kegel? 
Wie findet man auf dieser Geraden die Scheitel selbst? 

b) Unter der Annahme, dafs die Kegelschnitte und ihre 
Schnittpunkte reell sind, soll angegeben werden, in welche Teile 
der Raum zerlegt wird, in welchen Teilen die geradlinigen, in 
welchen die ungeradlinigen Flächen des Büschels liegen. 

c) Giebt es eine Ebene, in welcher die gemeinsame Polare 
zu jedem ihrer Punkte liegt? 

d) Welche Ebenen schneiden aus dem Flächenbüschel einen 
speciellen Kegelschnittsbüschel aus, für den es unendlich viele 
gemeinsame Polardreiecke giebt? 

3) a) Alle Flächen zweiter Ordnung, welche von einem ge- 
gebenen Kegel längs seiner Schnittlinie mit einer festen Ebene 
berührt werden, bilden einen Büschel. 

b) Durch jede Gerade, welche von einem Punkte Jt des 
Kegelschnitts aus in der im Punkte Jt den Kegel berührenden 
Ebene gezogen werden kann, geht eine Fläche des Büschels. 

c) Durch jeden Punkt aufserhalb des Kegels geht eine gerad- 
linige Fläche des Büschels. 

d) Man konstruiere nach b) diejenigen beiden Geraden, welche 
von einem gegebenen Punkte des Raumes ausgehen und einer 
Fläche des Büschels angehören. 

e) Eine Gerade, welche von einem Punkte des Kegelschnitts 
ausgeht, ohne in der Tangentialebene an den Kegel zu liegen, 
hat mit jeder andern Fläche des Büschels noch einen Punkt gemein. 

f) Im allgemeinen wird eine gerade Linie von einer einzigen 
Fläche des Büschels berührt. Wie liegen die Schnittpunkte der 
Geraden mit einer beliebigen Fläche des Büschels diesem Be- 
rührungspunkte und dem Schnittpunkte mit der Ebene gegen- 
über? 

Kill in gi Lehrbuch der analyt. Geometrie. IT. 14 
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g) Man untersuche speciell die Geraden, welche durch den 
Scheitel des Kegels hindurchgehen. 

4) Will man von dem Falle, dafs die Flächen des Büschels 
zwei Kegelschnitte gemein haben, zu dem Falle übergehen, wo 
sie sich längs eines Kegelschnittes berühren, so verzeichne man 
die beiden Kegelschnitte auf demselben Kegel, drehe die Ebene 
des einen um die gemeinsame Kante und lasse sie dabei der 
andern (festen) Ebene immer näher kommen. Wie ändert bei 
dieser Drehung die Spitze des zweiten Kegels ihre Lage? Man 
gebe die Änderungen an, welche die für den allgemeineren Büschel 
geltenden Sätze hierbei erleiden. 

5) a) Ein Büschel von ähnlichen und ähnlich liegenden Flächen 
zweiter Ordnung wird von jeder Ebene in einem Büschel ähn- 
licher Kurven geschnitten. 

b) Jede Ebene wird von einer einzigen Fläche dieses Büschels 
berührt. 

6) Wenn man durch den Schnitt zweier Ebenen mit einer 
gegebenen Fläche zweiter Ordnung eine zweite derartige Fläche 
legt, welche durch den Pol der ersten Ebene in Bezug auf die 
gegebene Fläche geht, so liegt auf ihr auch der Pol der zweiten 
Ebene. 

7) Zwei Flächen zweiter Ordnung können nicht in drei 
Punkten dieselben Tangentialebenen besitzen, ohne dafs sie ein- 
ander längs einer ebenen Kurve berühren. 

8) Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung von derselben Fläche 
je längs eines Kegelschnittes berührt werden, so schneiden sie 
einander in ebenen Kurven. 

(Die gegebenen Flächen können in der Form dargestellt 
werden: H — L 8 = 0, H— M 2 = 0, wo H eine quadratische, L 
und M lineare Formen in Xi . . x 4 sind; daher liegen ihre Schnitt- 
linien in den Ebenen L — M = und L -f- M = 0.) > 

9) — 16) Übungen über kubische Raumkurven. 

9) Man zeige, dafs jeder Punkt einer kubischen Raumkurve 
zur Spitze eines Kegels gewählt werden kann, auf dem die 
Kurve liegt. 

a) Man gehe von der Gleichung (10) aus, nehme einen Punkt 
(x) so an, dafs die Gleichungen (8) befriedigt werden, und wähle 
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die Koefficienten a, ß, y so, dafs die Ableitungen der Gleichung 
(10) für den Punkt (x') verschwinden. 

b) Man gebe der Variabein t in (11) einen festen Wert t, 
nenne (x) die dazu gehörenden Werte von (x), ziehe die Gerade 
von (x*) nach dem Punkte, der zu einem willkürlichen Werte 
von t gehört, und zeige, dafs die Gerade bei Veränderung von 
t einen Kegel zweiter Ordnung beschreibt. 

10) a) Jede kubische Raumkurve, welche auf einer Fläche 
zweiter Ordnung liegt, schneidet die Erzeugenden der einen Schar 
in einem Punkte, die der andern Schar in zwei (reellen oder 
imaginären) Punkten. 

b) Zwei verschiedene Tangenten einer kubischen Raumkurve 
können einander nicht schneiden. 

c) Der Schnittpunkt von zwei verschiedenen Sekanten gehört 
der Kurve an. 

11) a) Wenn eine Fläche zweiter Ordnung sieben Punkte 
mit einer kubischen Raumkurve gemeinschaftlich hat, so enthält 
sie dieselbe ganz. 

b) Wenn zwei kubische Raumkurven fünf Punkte gemein 
haben, so liegen sie auf demselben Hyperboloid. 

12) a) Sind drei Ebenenbüschel projektiv auf einander bezogen, 
so erzeugen die Schnittpunkte entsprechender Ebenen eine Raum- 
kurve dritter Ordnung. 

(Es seien A + AB = 0, C + 2D — 0, E + JlG = die Glei- 
chungen der Büschel; alle Punkte, welche den Flächen AD — BC 
und AG = BE angehören, ohne in der Geraden A = B = zu 
liegen, gehören auch der Fläche CG = DE an.) 

b) Die erzeugte Kurve hat zu Sekanten die Axen der drei 
Ebenenbüschel. 

c) Sind a, ß, /, rf, s, £ beliebige feste Konstante, so darf 

man statt der eben genannten Büschel die folgenden zu Grunde 

legen: (A + aC + ßE) + i(B + «D + 0G) — 0, 

(A + r C + dE) + A(B + rD + <>G) = 0, 

(A + *C + £E)+;i(B + 6D+£G) = 0. 

d) Man kann erreichen, dafs die Gleichungen B 4-«D+j3G=0 
und A + /C + (JE = 0, sowie B + eD + £G = und A + aC + 
ßE = je dieselbe Ebene darstellen. Dadurch gelangen wir zu 
der Erzeugung (8). 

14* 
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e) Man weise direkt nach, dafs durch jeden Punkt des Raumes 
eine Gerade geht, welche zur Axe eines Ebenenbüschels gewählt 
werden darf. 

13) a) Man soll beliebig viele Punkte einer kubischen Raum- 
kurve konstruieren, von der sechs Punkte gegeben sind. 

Sind jc y . . . jiq die gegebenen Punkte, und will man den 
dritten Punkt in einer beliebigen durch x x ji% gelegten Ebene E 
finden, so konstruiere man nach dem Pascalschen Satze die dieser 
Ebene angehörende Gerade des Kegeis, der ji y zum Scheitel hat 
und durch jr 2 . . . ji$ geht. Ebenso verfahre man für den Kegel, 
der jc 2 zur Spitze hat und die fünf andern Punkte enthält. 

b) Eine kubische Raumkurve zu konstruieren, die durch fünf 
gegebene Punkte {jt x . . . jt b ) geht und eine gegebene Gerade 1 
zur Sekante hat. 

Die Punkte ^ , jr 2 , n* vermitteln eine projektive Zuordnung 
der Büschel um 1 und um (^4^5), also ein Hyperboloid; dasselbe 
gilt für die Punkte n l9 # 2 , jt 4 und die Büschel um 1 und (jt s jt 5 ). 

c) Man löse die entsprechenden Aufgaben, falls vier Punkte 
und zwei Sekanten, drei Punkte und drei Sekanten, zwei Punkte 
und vier Sekanten oder ein Punkt und fünf Sekanten gegeben sind. 

d) Von einem beliebigen Punkte des Raumes die Sekante an 
eine durch sechs gegebene Punkte gehende Raumkurve dritter 
Ordnung zu legen. 

14) a) Schmiegungsebene einer Raumkurve heifst diejenige 
Ebene, welche mit ihr drei zusammenfallende Punkte gemein hat. 
(Wie läfst sich diese Definition schärfer aufstellen?) 

Soll die Ebene CiX x + ...-(- c 4 x 4 = die Schmiegungs- 
ebene im Punkte (t = t) sein, so mufs die Gleichung (12) die 
dreifache Wurzel t haben ; demnach ist die Gleichung der Schmie- 
gungsebene : 

3t *Xi — 3rx 2 + x 3 — r 8 x 4 = 0. 

b) Durch jeden Punkt (x') des Raumes gehen drei Schmie- 
gungsebenen an die Raumkurve. 

(Die entsprechenden Werte für t sind die Wurzeln der 
Gleichung: 3t 2 Xi' — 3tx 2 ' + x 3 ' — t 3 x 4 ' = 0.) 

c) Durch jeden Punkt einer Tangente geht nur noch eine 
einzige Schmiegungsebene. Demnach ist die Bedingung dafür, 
dafs der Punkt (x) auf einer Tangente der Kurve liegt, identisch 
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mit der Bedingung, dafs die Gleichung in a) zwei gleiche Wurzeln 
hat. Die Tangenten der Kurve erzeugen eine abwickelbare Fläche 
vierter Ordnung. Man stelle ihre Gleichung auf. 

15) a) Die Schmiegungsebenen in drei beliebigen Punkten 
a, ß, y der Raumkurve dritter Ordnung schneiden sich in einem 
Punkte der Ebene aßy. 

b) Die Schmiegungsebenen schneiden eine beliebige feste 
Schmiegungsebene in geraden Linien, welche einen Kegelschnitt 
umhüllen. 

c) Sind vier Punkte der Kurve beliebig gegeben, so sind die 
beiden Tetraeder, von denen das eine die vier Punkte zu Eck- 
punkten, das andere die in ihnen an die Kurve gelegten Schmie- 
gungsebenen zu Seitenflächen hat, einander gleichzeitig ein- und 
umgeschrieben. 

16) a) Die kubischen Raumkurven werden nach ihrer Lage 
zu der unendlichfernen Ebene in vier Arten eingeteilt: 

a) die kubischen Ellipsen haben mit der unendlichfernen Ebene 
nur einen (reellen) Punkt gemein; 

ß) die kubischen Hyperbeln haben mit ihr drei verschiedene 
Punkte gemein; 

/) die kubische parabolische Hyperbel hat eine unendlich- 
ferne Tangente; 

6) die kubische Parabel hat die unendlichferne Ebene zur 
Schmiegungsebene. 

b) Durch eine kubische Hyperbel gehen drei Cylinder, und 
diese sind sämtlich hyperbolisch; durch eine kubische Ellipse geht, 
nur ein, und zwar ein elliptischer Cylinder. Durch eine para- 
bolische Hyperbel kann man zwei Cylinder legen, von denen der 
eine hyperbolisch, der andere parabolisch ist. Durch eine kubische 
Parabel geht nur ein einziger Cylinder, der parabolisch ist. 

c) Die kubische Ellipse hat im Endlichen nur eine einzige 
reelle Asymptote (Tangente im Unendlichfernen) und eine einzige 
reelle Asymptotenebene (Schmiegungsebene an einen unendlich- 
fernen Punkt); die Asymptote liegt in der Asymptotenebene. Die 
kubische Hyperbel hat drei reelle Asymptoten und drei Asymptoten- 
ebenen. Die parabolische Hyperbel hat eine Asymptote und zwei 
Asymptotenebenen. Die kubische Parabel hat weder eine Asymptote 
noch eine Asymptotenebene. 
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d) Jede auf einem elliptischen Cylinder gelegene Raumkurve 
dritter Ordnung ist eine kubische Ellipse; mit andern Worten: 
Wenn ein Kegel und ein elliptischer Cylinder eine Erzeugende 
gemein haben, so ist ihre weitere Durchdringungskurve eine 
kubische Ellipse. 

e) Für eine kubische Parabel läfst sich immer ein Kegel 
zweiter Ordnung derartig bestimmen, dafs jeder seiner Tangential- 
ebenen zwei Schmiegungsebenen der Kurve parallel sind. 

§ 26. 
Die Flächenschar zweiter Klasse. 

1. Um das Verständnis der folgenden Untersuchungen zu 
erleichtern, wollen wir an die im vorigen Paragraphen unter- 
suchten Raumkurven dritter Ordnung anknüpfen. Von der Ver- 
bindungslinie zweier beliebiger Punkte der Kurve, der Sekante, 
werden wir auf die Tangente geführt, indem wir den einen 
Schnittpunkt mit der Kurve festhalten und den zweiten dem 
ersteren immer näher kommen lassen ; die Grenzlage, welche die 
Sekante hierbei annimmt, nennen wir die Tangente der Kurve. 
Wir können durch eine feste Tangente und einen beliebigen Punkt 
der Kurve eine Ebene legen; indem wir diesen Punkt sich dem 
Berührungspunkte der Tangente unbegrenzt nähern lassen, erhält 
die Ebene eine bestimmte Grenzlage, welche als die Schmiegungs- 
ebene der Kurve bezeichnet wird. Wir sagen, die Schmiegungs- 
ebene habe drei unendlich nahe Punkte mit der Kurve gemein- 
schaftlich. Da wir in jedem Punkte der Kurve an sie die 
Schmiegungsebene legen können, werden wir von einer Raum- 
kurve als einer stetigen Folge von Punkten durch die Konstruktion 
ihrer Tangenten und Schmiegungsebenen zu einer stetigen Folge 
von geraden Linien und von Ebenen geführt. 

Die Folge der Tangenten einer Raumkurve hat eine ganz 
besondere Eigenschaft. Je mehr zwei Punkte der Kurve sich 
einander nähern, um so mehr fallen ihre Tangenten in dieselbe 
Ebene, die Schmiegungsebene; wir dürfen also sagen, zwei un- 
endlich nahe Tangenten hätten einen Punkt gemein. Genauer 
können wir dies in folgender Weise darstellen. Eine stetige Folge 
von geraden Linien machen wir in der Weise von einem Parameter 
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t abhängig, dafs zu jedem Werte t eine einzige Linie gehört. 
Der Abstand der beiden zu den Parametern t und t + h ge- 
hörenden Geraden ist dann eine Funktion von to und von h, 
welche bei der Entwicklung nach Potenzen von h mit der ersten 
Potenz beginnt. Bei der Folge der Tangenten fängt aber die 
Entwicklung mit dem Quadrate von h an. Hiernach kann das 
zwischen zwei unendlich nahen Tangenten liegende Stück der- 
jenigen geradlinigen Fläche, welche alle Tangenten einer Raum- 
kurve enthält, als ein ebenes Winkelfeld betrachtet werden. Wir 
können daher alle diese Winkelfelder in dieselbe Ebene ausbreiten 
oder, wie wir uns ausdrücken, die Fläche selbst in die Ebene 
abwickeln. Die durch die Tangenten erzeugte Fläche ist somit 
(in eine Ebene) abwickelbar. 

2. Umgekehrt können wir auch von einer stetigen Folge 
von Ebenen ausgehen. (Der Anfänger möge dabei die Schmie- 
gungsebenen einer Raumkurve dritter Ordnung im Auge behalten.) 
Eine feste Ebene des Systems wird von jeder andern Ebene des- 
selben in einer geraden Linie geschnitten. Je näher wir die 
zweite Ebene der ersten nehmen, um so mehr kommt die Schnitt- 
linie an eine Grenzlage heran, welche als Schnitt von zwei un- 
endlich nahen Ebenen aufgefafst werden kann und wieder als 
Tangente bezeichnet wird. Die in einer festen Ebene gelegene 
Tangente wird von jeder andern Ebene in einem einzigen Punkte 
geschnitten; dieser Punkt erhält auf der Tangente eine feste Grenz- 
lage, je näher die zweite Ebene der ersten kommt; wie in der 
Tangente zwei, so treffen in diesem Punkte drei unendlich nahe 
Ebenen zusammen. Die Gesamtheit dieser Punkte bildet wieder 
eine stetige Folge, eine Raumkurve. Umgekehrt ist für diese 
Kurve jede Ebene des Systems eine Schmiegungsebene und jede 
Schnittlinie unendlich naher Ebenen des Systems eine Tangente. 

3. Sobald daher eine Raumkurve in allen ihren Punkten 
Tangenten und Schmiegungsebenen besitzt, steht mit ihr eine 
abwickelbare Fläche als Erzeugnis ihrer Tangenten und eine ein- 
fach unendliche Schar von Ebenen in enger Beziehung. Diese 
Ebenen sind die Schmiegungsebenen der Kurve und die Tan- 
gentialebenen der abwickelbaren Fläche. Jede Tangentialebene 
hat mit der Fläche eine ihrer Erzeugenden gemeinschaftlich und 
berührt längs dieser Geraden. Umgekehrt kann jede einfach 
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unendliche Schar von Ebenen, falls der Schnitt von je zwei un- 
endlich nahen Ebenen auf eine feste Gerade und der von drei 
unendlich nahen Ebenen auf einen festen Punkt führt, als die 
Gesamtheit der Schmiegungsebenen an eine Raumkurve und damit 
als die Tangentialebenen an eine abwickelbare Fläche betrachtet 
werden. 

4. Wenn die Gleichungen 

(1) F (U! ... u 4 ) — 0, * (ui . . . u 4 ) = 
in Ebenenkoordinaten zwei Flächen m*er Klasse darstellen, so 
sagen wir, alle Flächen, welche bei beliebigem Werte von X durch 
die Gleichung 

(2) F (u t . . . m) + X4> (ui . . . u 4 ) — 
dargestellt werden, gehören der durch die beiden ersten Flächen 
bestimmten Flächenschar mter Klasse an. 

Jedes Wertsystem (u! . . .u 4 ), weiches den beiden Gleichungen 
(1) genügt, befriedigt auch die Gleichungen (3); daher wird jede 
Fläche der Schar von allen denjenigen Ebenen berührt, welche 
gemeinsame Tangentialebenen an die beiden gegebenen Flächen 
sind. Dagegen läfst sich für ein Wertsystem (u), für das die 
beiden Gleichungen (1) nicht befriedigt werden, nur ein einziger 
Wert X finden, welcher der Gleichung (2) genügt. Jede Ebene 
des Raumes w r ird also von einer einzigen Fläche der 
Schar berührt. 

Die gemeinsamen Tangentialebenen bilden in dem vorhin 
erläuterten Sinne eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit; sie sind 
Schmiegungsebenen an eine gewisse Raumkurve und Tangential- 
ebenen an eine abwickelbare Fläche. 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen, wie die Algebra lehrt, 
m 2 Ebenen des Systems hindurch. 

5. Eine Flächenschar zweiter Klasse wird durch zwei Flächen 
zweiter Klasse 

(3) ZAixUiu* — 0, HBtxUtUx = 
bestimmt und umfafst alle Flächen, deren Gleichung ist: 

(4) 2(Ai* + XB M )x\iu* — 0. 
Der Pol der Ebene (u) in Bezug auf die Fläche (4) hat die 
Gleichung : 

(5) JE(A« + iB«)u,'u«— 0; 
er liegt, wie man aus dieser Gleichung unmittelbar ersieht, in 
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gerader Linie mit den Polen derselben Ebene in Bezug auf die 
Flächen (.3). Somit gilt der Satz: 

Die Pole einer festen Ebene in Bezug auf alle 
Flächen einer Schar zweiter Klasse füllen eine gerade 
Linie an. 

Jede Ebene, welche durch diese gerade Linie geht, ist ge- 
meinsame Polarebene für alle Flächen der Schar. Somit ordnet 
die Schar einer jeden Ebene eine bestimmte gerade Linie zu; in 
dieser Geraden schneiden sich die gemeinsamen Polarebenen zu 
der gegebenen Ebene, und in ihr liegen die Pole dieser Ebene in 
Bezug auf die Flächen der Schar. 

6. Wir fragen uns jetzt, ob eine Ebene (u) in Bezug auf 
alle Flächen der Schar denselben Pol besitzen kann, oder mit 
andern Worten, ob für ein Wertsystem (u) die Gleichung (5) 
denselben Punkt darstellt, welchen Wert man auch dem Parameter 
X beilegen mag. Dieser Ausnahmefall wird eintreten, sobald sich 
die Gleichungen 

2 Aixu 4 ' Ux — und JSBtxUt' u x = 
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Es mufs sich 
also eine Gröfse (o x so bestimmen lassen, dafs die vier Glei- 
chungen bestehen: 
(6) (A X1 - a>p ix ) Ul ' + (A 13 - OTl B 12 ) u t 

+ (A 1S - c.B^) u 8 ' + (A 14 - roi B 14 ) u 4 ' - 

(A 41 — a>!B 41 ) u/ + (A 42 -- c» 1 B 42 ) u 2 ' 

+ (A 43 --ö> 1 B 4S )u3' + (A 44 ~q> 1 B 44 )u 4 ' = 0. 
Damit diese Gleichungen befriedigt werden können, mufs a> x 
eine Wurzel der Gleichung sein: 

A n — a>B n A l2 — o>B 12 A l3 — coBis A 14 — <oB l4 

(7) -0. 

A 4l — coB 41 A 4a — coB 42 A 43 — toB 43 A 44 — <»B 44 
Sobald zwischen den Koefficienten Aix und B** keine beson- 
deren Beziehungen bestehen, hat diese Gleichung vier verschiedene 
Wurzeln a> l . . . a? 4 , und zu jeder gehört ein den Gleichungen (6) 
genügendes Wertsystem (u). Im allgemeinen Falle, auf den wir 
uns im folgenden beschränken, giebt es somit vier reelle oder 
imaginäre Ebenen, welche in Bezug auf alle Flächen der Schar 
je denselben Pol besitzen. 



218 § 26. Die Flächenschar zweiter Klasse. 

7. Zur Wurzel coj von (7) möge die Ebene (u), zur Wurzel 
co 2 die Ebene (u") gehören u. s. w. Alsdann ordnen sich den 
Gleichungen (6) die Gleichungen zu: 

(8) (A u - a> 2 B n ) Ul " + (A 12 — <» 2 B 12 ) u 2 " 

+ (A 1S — co 2 B 13 ) u 3 " + (A 14 — <ö 2 B l4 ) u 4 " = 

• ••••••• •• 

(A 41 — a>*B 4 i) u/' + (A 42 — eö 2 B 42 ) u/ 

+ (A 48 - a> 2 B 48 ) Us 7 ' + (A 44 — co 2 B 44 ) u 4 " = 0. 

Indem wir die Gleichungen (6) der Reihe nach mit Ui". . . u 4 " 
multiplizieren, ergiebt sich durch Addition die neue Gleichung: 

UAixUc' u x " — a>! UBixUi'u*" — 0. 
Ebenso leitet man aus den Gleichungen (8) durch Multipli- 
kation mit ui' . . . u 4 ' die Beziehung her: 

2 Aixxi ' \ix" — a? 2 2 B t zUt ' u*" = 0. 
Da die Wurzeln co^ und a> 2 von einander verschieden sein 
sollen, können die beiden letzten Gleichungen nur dann mit ein- 
ander bestehen, wenn ist: 

UAtxUc' u/ = 0, SBtxVLt'u*" — 0. 

Daher sind die Ebenen (u') und (u") konjugierte Polarebenen 
für alle Flächen der Schar. Da dasselbe für je zwei Ebenen gilt, 
welche auf die angegebene Weise gefunden werden, so bilden 
diese vier Ebenen ein gemeinsames Polartetraeder. 

Wofern zwischen den Koefficienten in den Glei- 
chungen von zwei Flächen zweiter Klasse keine beson- 
deren Beziehungen bestehen, besitzen die Flächen der 
durch sie bestimmte-n Schar ein gemeinsames Polar- 
tetraeder. 

8. Soll die Fläche (3) eine Grenzfläche (ein Kegelschnitt) sein, 
so mufs die aus den Koefficienten in ihrer Gleichung gebildete 
Determinante verschwinden; es mufs daher sein: 

An -f- ^Bn . . . Ai 4 + ^Bi4 



(9) 



0. 



A 4 i -)" ^B 4 i . . . A 44 -|- /d 44 
Daher enthält eine Schar von Flächen zweiter Klasse im 

allgemeinen vier Kegelschnitte. 

Die Gleichung (9) geht in die Gleichung (7) über, wenn 

man X mit — cd vertauscht; bei derselben Vertauschung liefern 
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auch die Gleichungen (6) die zugehörige singulare Ebene. Daher 
hat jede Ebene, in der ein Kegelschnitt der Schar liegt, für alle 
ihre Flächen denselben Pol. 

Eine Flächenschar zweiter Klasse enthält im allge- 
meinen vier Kegelschnitte, und die Ebenen der vier 
Kegelschnitte bilden das gemeinsame Polartetraeder für 
die Flächen der Schar. 

9. Jede Ebene, für welche u 4 =» ist, geht durch einen 
Eckpunkt des Polartetraeders und schneidet die gegenüberliegende 
Koordinatenebene in einer Geraden, deren Koordinaten dasselbe 
Verhältnis haben wie die drei ersten Koordinaten der Ebene, falls 
man in der letzten Ebene das Koordinatendreieck und die Ein- 
heitsgerade passend wählt (§ 9, 5, S. 62). Nun stellt die Gleichung: 

(10) 2 (Ai* + XBix) vu u* — 0, («, x = 1, 2, 3) 

wofern man darin u 4 , u 2 , u$ als Linienkoordinaten in einer Ebene 
auffafst, eine Kurvenschar zweiter Klasse dar. Demnach bestimmt 
diese Gleichung in Verbindung mit u 4 = 0, sobald man die Gröfsen 
Ui, u*, u s Ebenenkoordinaten sein läfst, eine Schar von Kegeln 
zweiter Klasse. Jeder von diesen ist aber Tangentialkegel an eine 
Fläche (4). Somit bilden alle von einem festen Punkte aus- 
gehenden Tangentialkegel eine Schar von Kegeln. 

10. Eine Kegelschar zweiter Klasse enthält im allgemeinen 
drei Strahlenpaare. Nun wissen wir, dafs ein Tangentialkegel 
an eine Fläche zweiter Klasse nur dann in ein Strahlenpaar über- 
geht, wenn seine Spitze auf der Fläche liegt. Daher können wir 
den vorangehenden Satz auch in folgender Weise aussprechen: 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen im allgemeinen 
drei Flächen, welche einer gegebenen Flächenschar 
zweiter Klasse angehören. 

Die drei Berührungsebenen bilden für die Kegelschar ein sich 
selbst konjugiertes Dreikant; somit ist auch jede seiner Ebenen 
konjugierte Polarebene zu allen Ebenen, weiche durch die gegen- 
überliegende Kante gelegt werden können. Zu einer beliebigen, 
durch einen festen Punkt gelegten Ebene giebt es im allgemeinen 
eine einzige, für alle Flächen der Schar gemeinsame Polarebene, 
welche durch den Punkt geht. Nur für drei Ebenen des Bündels 
gehen alle gemeinsamen Polarebenen durch den gegebenen Punkt; 
es sind dies die Tangentialebenen an die drei durch den Punkt 
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gehenden Flächen der Schar. Jede dieser drei Ebenen hat die 
Schnittlinie der beiden andern Berührungsebenen zur gemeinsamen 
Polaren. 

11. Ein Kegelschnitt der Schar wird in einem jeden seiner 
Punkte von allen denjenigen Ebenen berührt, welche durch die 
in diesem Punkte an ihn gelegte Tangente hindurchgehen. Legen 
wir durch diese Tangente die beiden Tangentialebenen an irgend 
eine zweite Fläche der Schar, so sind diese allen ihren Flächen 
gemeinschaftlich. Die Ebene des Kegelschnitts hat also die be- 
sondere Eigenschaft, dafs in ihr unendlich viele Schnittlinien 
gemeinschaftlicher Tangentialebenen liegen; diese Linien umhüllen 
einen Kegelschnitt. 

12. Wenn die Gerade g diesen Kegelschnitt im Punkte a 
berührt, so ist (nach § 10, 14, S. 76) der durch g gelegte Ebenen- 
büschel als specielle Art eines Tangentialkegels anzusehen. Wählt 
man den Punkt a zum Punkte (0, 0, 0, 1) für Ebenenkoordinaten 
Vi, v 2 , v 3 , v 4 und nimmt den Punkt (1, 0, 0, 0) in der Geraden 
g an, so wird dieser doppelt zu zählende Ebenenbüschel durch 
die Gleichungen dargestellt: 

v 4 = 0, v? = 0. 
Jetzt lege man an eine beliebige Fläche der Schar vom 
Punkte a aus den Tangentialkegel und wähle die weiteren Koordi- 
natenaxen so, dafs sie mit der Geraden g ein Tripel konjugierter 
Durchmesser für den Kegel sind. Dadurch erhalten wir für diesen 
Kegel die Gleichungen: 

v 4 — 0, a lV ? + a f v« + a 3 vl = 0. 
Die Schar sämtlicher Tangentialkegel, welche vom Punkte a 
aus an die Flächen gelegt werden können, läfst sich demnach 
durch die Gleichungen darstellen: 

v 4 — 0, iv» + * 2 vf + a 8 v| — 0. 

13. In Bezug auf den Kegelschnitt ist zu einer beliebigen 
durch g gelegten Ebene E jede durch a gehende Ebene konju- 
gierte Polarebene. Ist jetzt s der Pol von E in Bezug auf eine 
beliebig gewählte zweite Fläche der Schar, so ist jede durch die 
Gerade as gehende Ebene konjugierte Polarebene zu E für alle 
Flächen der Schar. Bei der Drehung von E um g beschreibt 
der Punkt s die reciproke Polare von g. Daher beschreibt die 
Gerade as einen ebenen Strahlenbüschel, dessen Scheitel im 
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Punkte a liegt. Die vom Punkte a ausgehenden Tangentialkegel 
haben somit eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit von Polar- 
dreikanten; alle diese haben in der Tangente g eine gemeinsame 
Kante; die beiden andern Kanten liegen in einer festen Ebene; 
aber in dieser Ebene kann die eine Kante noch willkürlich ge- 
wählt werden. 

14. Die Tangentialebenen, welche von einer beliebigen Geraden 
aus an die Flächen der Schar gelegt werden können, bilden eine 
Ebenen-Involution, deren Hauptebenen die Tangentialebenen an 
die beiden die Gerade berührenden Flächen der Schar sind. Diese 
beiden Tangentialebenen sind auch konjugierte Polarebenen in 
Bezug auf alle Flächen der Schar. Nur wenn die Gerade einer 
Fläche der Schar angehört, schneiden sich in ihr zwei gemein- 
same Tangentialebenen; in diesem Falle gehen durch die Gerade 
unendlich viele Paare von Ebenen, welche einander in Bezug auf 
alle Flächen der Schar konjugiert sind. 

Übungen : 

1) a) Es giebt im allgemeinen vier Kegelschnitte, von denen 
acht gegebene Ebenen berührt werden. 

b) Nachdem zwei Kegelschnitte im Räume gegeben sind, soll 
man diejenigen beiden Kegelschnitte konstruieren, welche mit den 
beiden ersten alle Tangentialebenen gemeinschaftlich haben. 

(Man bestimme erst die Schnittlinie der Ebenen, in denen 
je einer der gesuchten Kegelschnitte liegt, dann die Ebenen selbst.) 

2) a) Es giebt i. a. drei Flächen zweiter Ordnung, welche 
acht gegebene Ebenen berühren und durch einen festen Punkt 
gehen. 

b) Wenn ein Punkt einem Kegelschnitte angehört, der acht 
gegebene Ebenen berührt, so geht durch ihn nur noch eine ein- 
zige weitere Fläche zweiter Klasse, die von den acht Ebenen 
berührt wird. 

3) a) Die von einem Punkte ausgehenden Tangentialkegel 
an die Flächen einer Schar zweiter Klasse lassen sich i. a. in der 
Form darstellen: 

V4 = 0, ( Cl + Xö l ) vj + (c, + M t ) vf + (c 3 + M % ) v§ — 0. 
b) Wenn die Schar der von einem Punkte ausgehenden Tan- 
gentialkegel die Gleichungen erhalten kann: 

v 4 = 0, 2v} + a 2 vf + a 3 v§ = 0, 
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so liegt der gemeinschaftliche Scheitel auf einem Kegelschnitte 
der Schar. 

4) a) Durch eine gegebene gerade Linie geht i. a. ein ein- 
ziges Paar von Ebenen, welche zu einander in Bezug auf die 
Flächen der Schar konjugiert sind. Es sind dies die Tangential- 
ebenen an diejenigen beiden Flächen der Schar, welche von der 
Geraden berührt werden. 

b) Im allgemeinen giebt es zwei Flächen zweiter Ordnung, 
welche acht gegebene Ebenen und eine gegebene Gerade berühren. 

c) Die Schnittlinie von irgend zwei gemeinschaftlichen Tan- 
gentialebenen gehört einer Fläche der Schar an; durch sie gehen 
unendlich viele Paare von gemeinsamen konjugierten Poiarebenen. 

5) Man untersuche eine Flächenschar zweiter Klasse ver- 
mittelst Punktkoordinaten. 

Es wird genügen, die Gleichungen für Ebenenkoordinaten 
in der Form 

(a t + 2b.) u} + . . . + (a 4 + /b 4 ) uf — 
vorauszusetzen. Von dieser Gleichung gehe man zu den zuge- 
hörigen Punktkoordinaten über. Man gebe speciell an, welche 
Flächen der Schar a) durch einen beliebigen Punkt des Raumes, 
b) durch einen Punkt auf einer der Koordinatenebenen, c) durch 
einen Punkt auf einem Kegelschnitte der Schar gelegt werden 
können. 

Speciell nehme man an, es sei b! =» b 2 = b 3 = b 4 = 1. 

6) a) Eine Flächenschar zweiter Klasse enthält entweder ein 
einziges oder unendlich viele Paraboloide. 

b) Die Mittelpunkte aller Flächen der Schar fallen entweder 
zusammen oder liegen in gerader Linie. 

c) Speciell liegen die Mittelpunkte der vier Kegelschnitte, 
die von acht gegebenen Ebenen berührt werden, in einer geraden 
Linie. 

d) Wenn der Flächenschar ein unendlichferner Kegelschnitt 
angehört, so haben alle ihre andern Flächen denselben Mittelpunkt. 

7) Man untersuche diejenigen Flächenscharen, welche den in 
§ 25 untersuchten Büscheln entsprechen. Speciell zeige man, 
dafs der an zweiter Stelle angeführte Büschel zugleich eine Schar 
darstellt. Auch weise man nach, dafs die gemeinsamen Tan- 
gentialebenen zweier Flächen zweiter Klasse, welche eine gerade 
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Linie gemein haben, Schmiegungsebenen an eine kubische Raum- 
kurve sind. 

8) a) Es seien f und <p zwei Flächen zweiter Ordnung, welche 
sich nicht berühren; fi und <pi seien zwei eigentliche Flächen des 
durch f und q> bestimmten Büschels. Jetzt sollen f* und gp 2 der 
durch fi und q>i bestimmten Schar angehören, f 3 und <p$ aber 
zwei Flächen des durch f 2 und <p 2 bestimmten Büschels sein 
u. s. w. Was haben alle Flächen gemeinsam, welche man auf 
diese Weise erhalten kann? 

b) Speciell beziehe man f und q> auf ihr gemeinsames Polar- 
tetraeder und benutze dies auch zur Darstellung der weiteren 
Flächen. 

9) a) Die Punkte, in denen sich die durch ihre Gleichungen 
in Punktkoordinaten 

<p (xi . . . x 4 ) — 0, tp (xi . . . x 4 ) = 0, x ( x i . . • x 4 ) = 

gegebenen Flächen schneiden, sind auch für beliebige Werte von 
Xy fiy v den Flächen l<p (x) + /iy> (x) + v% (x) = gemeinsam. 

b) Drei Flächen zweiter Ordnung haben im allgemeinen acht 
Punkte gemeinschaftlich. 

a) Wenn speciell eine der drei Flächen ein Ebenenpaar ist, 
so hat jede der beiden Ebenen mit den übrigen Flächen vier 
Punkte gemeinschaftlich. 

ß) Dasselbe gilt entsprechend, wenn sich unter den Flächen 
X<p + (itp -+- v% = ein Ebenenpaar befindet. 

y) Wenn sich unter den Flächen zwei befinden, die sich 
nicht berühren, so kann man neue Koordinaten so einführen, dafs 
sich die Quadrate x§ und xf linear durch xf und x| darstellen 
lassen. Indem wir die entsprechenden Werte von x 3 und x 4 in 
die Gleichung der dritten Fläche einsetzen, erhalten wir für das 
Verhältnis xi : x 2 eine Gleichung achten Grades. 

10) a) Man kann sieben Schnittpunkte von drei Flächen 
zweiter Ordnung willkürlich wählen. 

(Durch die sieben gegebenen Punkte und zwei andere lege 
man eine Fläche, eine zweite durch die sieben ersten und zwei 
der ersten nicht angehörende Punkte, endlich eine dritte durch 
die sieben gegebenen Punkte und zwei weitere, welche nicht auf 
der Schnittkurve der beiden ersten liegen.) 
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b) Wenn drei Flächen zweiter Ordnung sieben Punkte gemein 
haben, so gehen sie noch durch einen festen achten Punkt hin- 
durch. 

c) Nachdem sieben Schnittpunkte dreier Flächen zweiter 
Ordnung gegeben sind, soll der achte konstruiert werden. 

(Sind 1, 2, 3 ... 7 die gegebenen Punkte, so lege man durch 
den Punkt 7 die Sekante an die durch die übrigen Punkte be- 
stimmte Raumkurve dritter Ordnung; ebenso ziehe man vom 
Punkte 6 aus die Sekante an die kubische Raumkurve, welche 
durch die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 7 gelegt werden kann; diese 
beiden Geraden treffen, sich in dem gesuchten achten Schnitt- 
punkte. Durch die acht Punkte kann man drei nicht einem Büschel 
angehörende Flächen legen. Denn erstens liegen die beiden 
Raumkurven und ihre beiden Sekanten auf derselben Fläche zweiter 
Ordnung; wenn zweitens die Sekante (78) die Raumkurve (1 ...6) 
in den Punkten a und ß schneidet, so kann man a zur Spitze 
eines Kegels wählen, der durch die acht Punkte geht u. s. w.) 

d) Die acht gemeinsamen Punkte dreier Flächen zweiter 
Ordnung haben die Eigenschaft, dafs die Verbindungslinie von 
irgend zwei unter ihnen jedesmal Sekante an die durch die übrigen 
sechs Punkte gelegte kubische Raumkurve ist. 

e) Bei besonderen Lagen der sieben Punkte, welche drei 
Flächen zweiter Ordnung gemeinschaftlich haben sollen, sind den 
Flächen nicht einzelne Punkte, sondern Linien gemeinsam. 

a) Wenn der siebente Punkt auf der durch die sechs ersten 
gehenden Raumkurven dritter Ordnung liegt, so haben die Flächen 
diese Kurve gemeinschaftlich. 

ß) Wofern fünf unter den sieben gegebenen Punkten einem 
Kegelschnitte angehören, ist dieser allen Flächen gemeinsam. 

y) Wenn drei von den gegebenen Punkten in gerader Linie 
liegen, gehört diese allen durch die sieben Punkte gehenden 
Flächen an. 

11) a) Drei Flächen zweiter Klasse haben i. a. acht Tangential- 
ebenen gemeinschaftlich. 

b) Sieben von diesen Tangentialebenen können immer will- 
kürlich gewählt werden. 

c) Sind die Gleichungen dreier Flächen derselben Klasse in 
Ebenenkoordinaten #(u) = 0, 3P(u) = 0, X(u) = 0, so berühren 
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die ihnen gemeinsamen Tangentialebenen auch jede Fläche, deren 
Gleichung ist : 1<P + P& + vX= 0. 

12)— 15) Fortsetzung der Übung 9) zu § 23.. 

12) a) Wenn <p x (x) = 0, g> 2 (x) = . . . Gleichungen von 
Flächen n*er Ordnung sind, so nennt man die Gesamtheit der 
Flächen, welche bei Benutzung von beliebigen Konstanten X Xy 
X% . . . in der Form 

(a) l x <p x (x) -f Xi<p % (x) + . . . — 
dargestellt werden können, ein Linearsystem von Flächen nter 
Ordnung. Dabei setzen wir voraus, dafs die Flächen q> x (x) = 0, 
(f 2 (x) == . . . von einander unabhängig sind, dafs also die linke 
Seite von (a) nur dann identisch verschwinden kann, wenn 
X x = 2, =» ... «■ ist. Der Grad der Unendlichkeit des Systems 
ist um eins geringer, als die Zahl der Konstanten X Xy X 2 . . . 
Speciell bezeichnen wir ein einfach unendliches Linearsystem von 
Flächen derselben Ordnung als einen Büschel, ein zweifach un- 
endliches System dieser Art als Bündel. 

In gleicher Weise setzt man aus mehreren Gleichungen, 
welche in Ebenenkoordinaten vom Grade m sind, ein Linearsystem 
mter Klasse zusammen. Speciell bestimmen zwei solche Flächen 
eine Schar, drei eine Schar-Schar. 

b) Wenn eine Fläche zweiter Klasse JSa tx u*u* = gegeben 
ist, so kann man neun von einander unabhängige Flächen zweiter 
Ordnung J?a/xXiX* = 0, J£b/#x/x* = . . . derartig bestimmen, 
dafs die Bedingungen befriedigt werden: 

22Lix<xix = 0, Sbtxdix — . . . 

Es sei etwa die Gleichung gegeben: 

a x u\ + a 2 u? 2 + « H u§ + uj — 0. 
Dann darf man den Koefficienten a,* für ungleiche Marken i und 
x ganz beliebige Werte beilegen und mufs nur zwischen a n , a 22 , 
^38> a 44 eine einzige Gleichung bestehen lassen. Man darf daher 
dem Linearsystem folgende Flächen zu Grunde legen: 

xf — a^l trm 0, x| — a 2 x| — 0, x| — a 3 x| — 0, x x x 9 = 0, 
XjX 3 = 0, X!X 4 = 0, x 2 x s — 0, x 2 x 4 = 0, x 8 x 4 = 0. 

Daraus ergeben sich folgende Sätze: 

a) Ein achtfach unendliches Linearsystem von Flächen zweiter 
Ordnung ist durch eine Fläche zweiter Klasse bestimmt; jene 
Flächen haben zwar kein gemeinschaftliches Polartetraeder, aber 

Kill in ff, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 15 
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jede enthält unendlichviele Polartetraeder, deren Seitenflächen von 
der Fläche zweiter Klasse berührt werden. 

ß) Dem Linearsystem gehören zweifach unendlich viele Doppel- 
ebenen an ; es sind dies die Tangentialebenen der Fläche zweiter 
Klasse. 

y) Jede Ebene bildet mit unendlich vielen Ebenen, nämlich 
den durch einen festen Punkt gehenden Ebenen, ein dem System 
angehörendes Ebenenpaar. 

6) Alle Kegel des Systems, welche eine feste Spitze besitzen, 
bilden ein vierfach unendliches Linearsystem. Der von der festen 
Spitze aus an die Fläche zweiter Klasse gelegte Tangentialkegel 
wird von den Seitenflächen unendlich vieler Dreikante berührt, 
welche Polardreikante zu je einem Kegel des Systems sind. 

c) Man gehe umgekehrt von einer Hache zweiter Ordnung 
aus und untersuche das ihr zugeordnete Linearsystem von Flächen 
zweiter Klasse. 

d) Um das allgemeine durch acht Flächen zweiter Klasse 
bestimmte Linearsystem zu untersuchen, gehe man von einem 
allgemeinen Flächenbüschel zweiter Ordnung aus. Das Linear- 
system enthält eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit von solchen 
Flächen, die in einen Doppelpunkt übergegangen sind. Ein be- 
liebiger Punkt des Raumes gehört mit unendlich vielen andern 
Punkten, die in einer bestimmten geraden Linie liegen, je einem 
Punktepaare des Systems an. Man soll alle Kegelschnitte des 
Systems bestimmen, die in einer vorgeschriebenen Ebene liegen. 

Das Linearsystem enthält bei geeigneter Wahl der Koordinaten 
die durch die folgenden Gleichungen dargestellten Flächen: 
u A u 2 = 0, UiU 3 = 0, U!U 4 = 0, u 2 u 3 = 0, u 8 u 4 — 0, U3U4 = 0, 
u? + auf + 0uf = 0, u§ + yu§ + duf =0. 

13) a) Durch die acht Eckpunkte von zwei Polartetraedern 
einer gegebenen Fläche zweiter Ordnung läfst sich ein Bündel 
von Flächen zweiter Ordnung legen. 

(Jede Fläche, welche durch sieben unter den acht Eckpunkten 
gelegt werden kann, enthält die Eckpunkte von einem und somit 
von unendlich vielen Polartetraedern der gegebenen Fläche, also 
auch den achten Eckpunkt.) 

b) Ordnet man die acht Grundpunkte eines Flächenbündels 
zweiter Ordnung in beliebiger Weise zu zwei Quadrupeln an, so 
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läfst sich eine Fläche zweiter Ordnung konstruieren, für welche 
die Punkte eines jeden Quadrupels je Eckpunkte eines Polar- 
tetraeders sind. 

(Man kann eine Fläche zweiter Ordnung finden, welche ein 
gegebenes Polartetraeder besitzt und für welche je zwei von drei 
weiteren Punkten konjugierte Pole zu einander sind. Die Beziehung 
dieser Fläche zu den Flächen des Bündels liefert den Beweis.) 

c) Jede Fläche zweiter Klasse, welche sieben von den acht 
Seitenflächen zweier Polartetraeder einer Fläche zweiter Ordnung 
berühren, hat auch die achte Seitenfläche zur Tangentialebene. 

d) Ordnet man die acht gemeinsamen Tangentialebenen dreier 
Flächen zweiter Klasse in beliebiger Weise zu Seitenflächen zweier 
Tetraeder, so läfst sich stets eine Fläche zweiter Ordnung finden, 
für welche beide Tetraeder Polartetraeder sind. 

14) a) Wenn zwei Polartetraeder einer Fläche zweiter Ord- 
nung einen Eckpunkt gemein haben, so liegen die sechs von ihm 
ausgehenden Kanten auf einem Kegel zweiter Ordnung. 

b) Durch die sechs Geraden, welche zwei Tripel konjugierter 
Durchmesser bilden, läfst sich ein Kegel zweiter Ordnung legen. 

c) Wenn ein Kegel ein Tripel konjugierter Durchmesser einer 
Fläche zweiter Ordnung enthält, so liegen auf ihm unendlich viele 
Tripel von Durchmessern derselben Fläche. 

15) a) Wenn zwei Polartetraeder einer Fläche zweiter Klasse 
eine Ebene gemein haben, so sind die sechs andern Ebenen Tan- 
gentialebenen an einen Kegel zweiter Klasse. 

b) Zwei Tripel konjugierter Durchmesserebenen einer Fläche 
zweiter Ordnung sind Tangentialebenen an einen Kegel zweiter 
Klasse. 

Anhang 
über kollineare und reciproke Zuordnung im Räume. 

1. Schon im ersten Teile (S. 138 £F.) haben wir gesehen, 
dafs wir zwei Ebenen kollinear auf einander beziehen können. 
In ähnlicher Weise können wir auch zwei Strahlenbündel oder 
auch eine Ebene und einen Strahlenbündel einander kollinear zu- 
ordnen. Man nennt zwei Strahlenbündel 2 und 2 kollinear auf 
einander bezogen, wenn jedem Strahle von 2 ein Strahl von 2 
und jeder Ebene von 2 eine Ebene von 2 in der Weise zugeordnet 

15* 
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ist, dafs jedesmal, wenn im ersten Bündel ein Strahl in eine 
Ebene fällt, dasselbe für die entsprechenden Gebilde im zweiten 
Bündel stattfindet. In ähnlicher Weise ist eine Ebene E einem 
Strahlenbündel 2 dann koliinear zugeordnet, wenn jedem Punkte 
von E ein Strahl von 2 und jeder Geraden von E eine Ebene 
von 2 derartig entspricht, dafs jedesmal, wenn ein Punkt von E 
in einer Geraden von E liegt, auch der dem Punkte entsprechende 
Strahl in die der Geraden entsprechende Ebene fällt. 

2. Man überzeugt sich sehr leicht, dafs Perspektive zwei- 
stufige Gebilde einander auch kollinear entsprechen. Sind z. B. 
eine Ebene und ein Strahlenbündel gegeben, wobei nur voraus- 
gesetzt -wird, dafs der Scheitel des Bündels nicht in der Ebene 
liegt, und ordnet man jedem Punkte n der Ebene den durch ihn 
hindurchgehenden Strahl p' des Bündels, und jeder Geraden g 
der Ebene die durch sie hindurchgehende Ebene V des Bündels 
zu, so geht jedesmal, wenn jt in g liegt, auch J 1 ' durch p' hin- 
durch. Dasselbe gilt, wenn man in zwei nicht konzentrischen 
Strahlenbündeln diejenigen Strahlen p und p' einander zuordnet, 
welche eine feste Ebene in demselben Punkte schneiden, und 
demgemäfs diejenigen Ebenen der Bündel einander entsprechen 
läfst, welche mit der festen Ebene dieselbe Schnittlinie haben. 

3. Es seien etwa zwei Ebenen E und E' kollinear auf ein- 
ander bezogen; irgend einem Punkte ji der ersten möge ein 
Punkt jt' der zweiten zugeordnet sein. Die erste Ebene projiziere 
man durch einen beliebigen Strahlenbündel 2 und lasse dem 
Punkt ji von E den durch ihn hindurchgehenden Strahl p von 
2 entsprechen. Dadurch ist auch eine kollineare Zuordnung des 
Bündels 2 zur Ebene E bestimmt, indem man dem durch je 
hindurchgehenden Strahle p den Punkt ri zuordnet. In ähnlicher 
Weise können die beiden kollinear auf einander bezogenen Ebenen 
E und E benutzt werden, um zwei beliebige Strahlenbündel 2 
und 2 einander kollinear zuzuordnen; man läfst dem durch n 
gehenden Strahl p von 2 den durch jc' gehenden Strahl p' von 
2 entsprechen. 

Wenn umgekehrt zwei kollineare Strahlenbündel gegeben 
sind, so vermitteln sie in entsprechender Weise die kollineare 
Zuordnung von zwei beliebig gewählten Ebenen. 

4. Wir haben früher (I S. 140) bewiesen, dafs in zwei 
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kollinear auf einander bezogenen Ebenen entsprechende gerade 
Punktreihen sowie entsprechende Strahlenbüschel einander pro- 
jektiv zugeordnet sind. Wenn eine Ebene E einem Strahlen- 
bündel 2T kollinear entspricht, so ist jeder Punktreihe von E ein 
ebener Strahlenbüschel von 2 zugeordnet; auch diese müssen 
einander projektiv entsprechen. Einem Strahlenbüschel in E ent- 
spricht ein Ebenenbüschel von J£'; wiederum ist die Zuordnung 
projektiv. Ähnliches gilt für zwei kollinear auf einander bezogene 
Strahlenbündel. 

5. Um eine Ebene kollinear auf einen Strahlenbündel zu 
beziehen, wähle man in der Ebene vier Punkte, von denen keine 
drei in gerader Linie liegen, und ordne ihnen vier Strahlen des 
Bündels zu, wobei nur verlangt wird, dafs sich auch durch keine 
drei Strahlen eine Ebene legen läfst. Wenn zwei Strahlenbündel 
gegeben sind, so wähle man in jedem vier Strahlen, von denen 
niemals drei einer Ebene angehören; indem man diese der Reihe 
nach einander entsprechen läfst, hat man die kollineare Zuordnung 
vollständig bestimmt. Statt dessen kann man auch in jedem 
Bündel vier Ebenen willkürlich wählen und mufs nur verlangen, 
dafs niemals drei demselben Bündel angehörende Ebenen eine 
gerade Linie gemeinschaftlich haben; auch diese vermitteln das 
kollineare Entsprechen in eindeutiger Weise. 

6. In den folgenden Untersuchungen beziehen wir den Raum 
auf sich selbst. Demnach mufs jedes Raumgebilde in doppelter 
Weise betrachtet werden : einmal als ein solches, welches auf ein 
anderes bezogen wird, und dann als ein Gebilde, auf welches ein 
anderes bezogen wird. Um diese doppelte Beziehung scharf aus 
einander zu halten, denken wir den Raum doppelt, nämlich erstens 
als den Inbegriff aller Gebilde, die auf ein anderes bezogen werden, 
und dann als den Inbegriff aller Gebilde, auf welche die übrigen 
bezogen werden. Wir sprechen daher von verschiedenen Räumen, 
obwohl dies an sich nicht gestattet ist. (In ähnlicher Weise ver- 
fuhren wir früher, als wir eine Ebene auf sich selbst kollinear 
öder reciprok bezogen.) 

7. Zwei Räume heifsen kollinear auf einander be- 
zogen, wenn jedem Punkte des einen ein Punkt des 
andern und jeder Ebene des ersten eine Ebene des 
zweiten in der Weise zugeordnet ist, dafs jedesmal, 
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wenn in dem ersten Räume ein Punkt n in einer Ebene 
fliegt, auch im zweitenRaume der entsprechendePunkt 
ji' in der zugeordneten Ebene E enthalten ist. 

Wenn zwei Räume einander kollinear zugeordnet sind, so 
ist auch jede Ebene des einen kollinear auf eine Ebene des andern 
und jeder Strahlenbündel des ersten kollinear auf einen Strahlen- 
bündel des andern bezogen. Zugleich ist jede gerade Punktreihe 
im ersten einer Punktreihe im zweiten projektiv zugeordnet; 
ebenso entspricht jedem ebenen Strahlenbüschel im ersten pro- 
jektiv ein ebener Strahlenbüschel im zweiten, jedem Ebenenbüschel 
im einen ein Ebenenbüschel im andern. 

Alle diese Behauptungen folgen unmittelbar aus dem Begriffe 
der kollinearen Zuordnung. Hiernach entspricht einer beliebigen 
Ebene E des ersten Raumes eine Ebene E des zweiten derartig, 
dafs jedem Punkte der ersten ein Punkt der zweiten zugewiesen 
wird. Ist jetzt II eine zweite Ebene des ersten Raumes und 
entspricht ihr im zweiten Räume die Ebene 17', so ist auch jedem 
Punkte von U ein Punkt von W zugeordnet. Der Schnittlinie 
der Ebenen U und E entspricht also die Schnittlinie der Ebenen 
LT und E. Die Ebenen E und E' sind also in der Weise auf 
einander bezogen, dafs ein Punkt n der ersten Ebene in einer 
Geraden g liegt, auch der entsprechende Punkt ri der zu g zu- 
geordneten Geraden g' angehört; die Ebenen sind somit einander 
kollinear zugeordnet. 

In gleicher Weise zeigt man, dafs jedem Strahlenbündel ein 
kollinearer Strahlenbündel entspricht. 

Früher haben wir bereits nachgewiesen, dafs gerade Punkt- 
reihen in kollinearen Ebenen projektiv auf einander bezogen sind; 
folglich gilt dasselbe von kollinearen Räumen. Auf ebene Strahlen- 
büschel und Ebenenbüschel brauchen wir nicht weiter einzugehen. 

8. Es ist sehr leicht, zwei Räume kollinear auf einander zu 
beziehen. Zu dem Zwecke lege man nämlich in jedem von ihnen 
ein Tetraeder der Koordinatenbestimmung zu Grunde. Im ersten 
Räume mögen die X! . . . x 4 die Punkt- und die U! . . . u 4 die 
zugehörigen Ebenenkoordinaten sein. Ebenso mögen im zweiten 
Räume die Punktkoordinaten yi . . . y 4 mit den Ebenenkoordi- 
naten V! . . . v 4 zusammengehören. Jetzt ordne man dem Punkte 
(x) denjenigen Punkt (y) zu, für den ist 
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x t : x a : x s : x 4 — y! : y 2 : y 8 : y 4 , 
und lasse der Ebene (u) diejenige Ebene (v) entsprechen, für 
welche die Beziehungen bestehen: 

Ui : u 2 : u 8 : u 4 = v t : v 2 : v 3 : v 4 . 
So oft ein Punkt (x) des ersten Raumes in einer Ebene (u) 
enthalten ist, mufs die Bedingung erfüllt sein: 

XiUj + x 2 u 2 + x 8 u 8 + x 4 u 4 — 0; 
dann besteht aber auch die Gleichung: 

yiVi 4- y 2 v 2 -f y 8 v 8 + y 4 v 4 = 0, 
oder die entsprechenden Elemente des zweiten Raumes fallen 
ebenfalls zusammen; die Zuordnung ist somit kollinear. 

9. Zwei Räume können nur in einer einzigen Weise 
kollinear so auf einander bezogen werden, dafs fünf 
Punkten von allgemeiner Lage im ersten fünf Punkte 
im zweiten entsprechen, die ebenfalls allgemeine Lage 
zu einander haben. 

Hierbei legen wir fünf Punkten desselben Raumes allgemeine 
Lage zu einander bei, falls keine vier von ihnen in einer Ebene 
liegen. 

Die Möglichkeit, die beiden Räume so auf einander zu be- 
ziehen, dafs den Punkten jt t . . . x 6 des ersten der Reihe nach 
die Punkte x x ' . . . x b ' des andern entsprechen, erkennen wir auf 
folgendem Wege. Wir wählen die vier Punkte n x . . . # 4 zu 
Eckpunkten des Koordinaten-Tetraeders im ersten Räume und 
den Punkt jr 5 zum Einheitspunkte, und nennen X! . . . x 4 die auf 
diese Weise erhaltenen Punktkoordinaten. Ebenso wählen wir 
die Punkte x x ' . . . ni zu Eckpunkten und den Punkt n h ' zum 
Einheitspunkte für die Bestimmung der Punktkoordinaten yi . . . y 4 
im zweiten Räume. Dabei sollen jt x und n\ die Koordinaten 
(1, 0, 0, 0), jr 2 und 31% die Koordinaten (0, 1, 0, 0) u. s. w. haben. 
Jetzt lasse man dem Punkte (x) denjenigen Punkt (y) entsprechen, 
für den 

x, : . . . : X4 — yi : . . . : y 4 
ist. Alsdann gehören diejenigen Punkte des zweiten Raumes, 
welche den sämtlichen in einer Ebene des ersten Raumes ge- 
legenen Punkten entsprechen, wiederum einer Ebene an; die 
Zuordnung ist also kollinear. 

10. Wir müssen aber noch zeigen, dafs die beiden Räume, 
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sobald in ihnen die Punkte x x . . . x b und x x ' . . . x* einander 
entsprechen sollen, nur auf eine einzige Weise einander kollinear 
zugeordnet werden können. Aus der angegebenen Forderung 
folgt unmittelbar, dafs dem Schnittpunkte der Geraden x x x b mit 
der Ebene x^x^xt der Schnittpunkt der Geraden x x x h ' und der 
Ebene x 2 ' x$ x^' entsprechen mufs. Die Ebene x^x^x^ soll aber 
der Ebene x% x* x± kollinear zugeordnet sein, und zwar soll dem 
Punkte x 2 der Punkt Xi\ dem Punkte x 9 der Punkt x s ' 9 dem 
Punkte jr 4 der Punkt x±, dem Schnittpunkte der ersten Ebene 
mit der Geraden x x x b der Schnittpunkt der zweiten Ebene mit 
der Geraden xi 'x b ' entsprechen. Hierdurch ist aber die Zuord- 
nung der Ebenen zu einander eindeutig bestimmt. 

Dieselbe Erwägung kann man für jede Ebene anstellen, welche 
durch irgend drei von den im ersten Räume gegebenen Punkten 
gelegt werden kann; jeder solchen Ebene entspricht eine be- 
stimmte Ebene des zweiten Raumes in der Weise, dafs auch 
jedem Punkte der ersten Ebene ein bestimmter Punkt der zweiten 
zugeordnet ist. Hiernach kann auch jedem Punkte des ersten 
Raumes nur ein einziger Punkt des zweiten entsprechen. 

11. Statt in jedem der beiden Räume fünf Punkte anzu- 
nehmen und durch sie die kollineare Zuordnung zu vermitteln, 
kann man auch in jedem der beiden Räume fünf Ebenen beliebig 
wählen, wofern nur keine vier demselben Räume angehörenden 
durch denselben Punkt hindurchgehen; alsdann kann man die 
Räume stets in der Weise einander kollinear zuordnen, dafs die 
Ebenen des ersten Raumes denen des zweiten der Reihe nach 
entsprechen. Der Beweis läfst sich entweder in der Weise fuhren, 
dafs wir in der früheren Entwicklung Punkt und Ebene immer 
mit einander vertauschen, oder wir betrachten zuerst jede der 
fünf gegebenen Ebenen des ersten Raumes für sich und beachten, 
dafs uns zur Vermittlung der kollinearen Beziehung auf die ent- 
sprechende Ebene des zweiten Raumes vier gerade Linien ge- 
geben sind. 

Da sowohl die Lage eines Punktes wie die einer Ebene von 
drei Gröfsen abhängt, so wird die kollineare Beziehung zweier 
Räume durch fünfzehn Parameter bestimmt. 

12. Die beiden Räume, von denen wir zuletzt immer ge- 
sprochen haben, sind in der That identisch; sie durchdringen 
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einander, wie man wohl sagt. Demnach ist es am natürlichsten, 
nicht verschiedene Koordinatensysteme, wie wir vorhin gethan 
haben, zu benutzen, sondern dieselben Koordinaten zu Grunde zu 
legen. Dabei müssen wir beachten, dafs die Koordinaten y t . . . y 4 
lineare Funktionen von Xi . . . x 4 sind und die v A . . . v 4 in ähn- 
licher Weise von Ui . . . u 4 abhangen. Da jeder Punkt in doppelter 
Weise betrachtet wird, müssen wir dies auch bei den Koordinaten 
andeuten; daher wollen wir die Koordinaten des dem Punkte 
(x! .. .X4) zugeordneten Punktes durch x x ' 9 x 2 \ x 8 ', x 4 ' bezeichnen. 
Hiernach wird die kollineare Zuordnung durch die Gleichungen 
vermittelt: 

qxS = auX! + a 12 x 2 + a l3 x s + * !4 x 4 
111 • * . . . . . . 

px 4 ' — a 4l X! + a 42 x 2 + a 43 X5 + a 44 x 4> 

wo die Koefficienten a*x und a* 4 im allgemeinen verschiedene 
Werte haben. 

Nach § 5, 8. 9 (S. 35 — 37) wird jetzt die Beziehung zwischen 
den Ebenen (^ . . . u 4 ) des ersten und den Ebenen (ui' . . . u 4 ') 
des zweiten Raumes durch die Gleichungen vermittelt: 

<j Ul = a n u/ + a 21 u 2 ' + a 31 u 3 ' + * 4 iU 4 ' 

(2) 

<m 4 — a 14 u,' + a 24 u/ + a S4 u 3 ' + a 44 u 4 '. 

In der That wird jetzt jedesmal, wenn der Punkt (x) in der 
Ebene (u) liegt, auch der Punkt (x) der Ebene (u) angehören. 
Es ist nämlich 

SuiXi = JSxtU&xtiix = 2\ix' UaxiXi = qUux'xx'; 

wenn also JZuiXi — ist, mufs auch JSui'xt' = sein. 

Die Zuordnung der beiden Räume hängt bei dieser Darstellung 
von den Verhältnissen der sechzehn Koefficienten a«c oder von 
fünfzehn Parametern ab. 

13. Bei der kollinearen Zuordnung geht jeder Punkt in einen 
Punkt, jede Gerade in eine Gerade und jede Ebene in eine Ebene 
über. Daher wird jede Fläche in eine Fläche derselben Ordnung 
übergeführt. Bei den Flächen zweiter Ordnung bleibt zudem der 
Charakter ungeändert, soweit er bei der in § 18 durchgeführten 
projektiven Einteilung in Betracht kommt: eigentliche Flächen 
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gehen in eigentliche, Kegelflächen in Kegelflächen über u. s. w. ; 
imaginäre Flächen bleiben imaginär, geradlinige bleiben geradlinig. 

14. Nach demselben Gesetze, nach welchem zwei Ebenen 
einander reciprok zugeordnet werden (I S. 144 ff.), lassen sich 
überhaupt zwei zweistufige Grundgebilde reciprok auf einander 
beziehen. So entsprechen zwei Strahlenbundel 2 und 2 einander 
reciprok, wenn jeder Ebene D des ersten ein Strahl p' des zweiten 
und jedem Strahle p des ersten eine Ebene W des zweiten der- 
artig zugeordnet ist, dafs jedesmal, wenn p in H enthalten ist, 
auch U' durch p' hindurchgeht. Eine Ebene E ist reciprok auf 
einen Strahlenbündel 2' bezogen, wenn jeder Geraden der Ebene 
ein Strahl des Bündels und jedem Punkte der Ebene eine Ebene 
des Bündels derartig entspricht, dafs jedesmal, wenn ein Punkt 
in einer Geraden von E liegt, auch die dem Punkte entsprechende 
Ebene von 2' durch den der Geraden entsprechenden Strahl geht. 

15. Auch die reciproke Zuordnung ändert sich nicht bei 
Schneiden und Projizieren. So seien zwei Ebenen reciprok auf 
einander bezogen. Projiziert man die eine von ihnen durch einen 
beliebigen Strahlenbündel, so kann man jedem Strahle dieses 
Bündels diejenige Gerade der zweiten Ebene zuordnen, welche 
bei der gegebenen Zuordnung dem Treffpunkte des Strahles mit 
der ersten Ebene entspricht; alsdann wird auch jeder Ebene des 
Bündels ein bestimmter Punkt der zweiten Ebene zugeordnet, 
und das gegenseitige Entsprechen mufs als ein reciprokes be- 
zeichnet werden. 

In ähnlicher Weise kann man die beiden gegebenen Ebenen 
durch beliebige Strahlenbündel projizieren und die reciproke Zu- 
ordnung der ersteren dazu benutzen, um die Strahlenbündel reciprok 
auf einander zu beziehen. Auch kann man zwei reciproke Strahlen- 
bündel durch Ebenen durchschneiden, welche nicht durch die 
Scheitel hindurchgehen, und eine reciproke Zuordnung der Ebenen 
durch die der Strahlenbündel vermitteln. 

16. Die reciproke Zuordnung von zwei zweistufigen Grund- 
gebilden ist eindeutig bestimmt, sobald man zu vier gleichartigen 
Elementen des einen die ihnen entsprechenden Elemente des 
andern kennt; nur ist es notwendig, dafs die vier Elemente beide- 
male allgemeine Lage zu einander haben. Will man z. B. einen 
Strahlenbündel auf eine Ebene reciprok beziehen, so wählt man 



§ 26. Die Flächenschar zweiter Klasse. 235 

im Bündel vier Strahlen p x . . . p 4 willkürlich und nur so, dafs 
sich durch keine drei von ihnen eine Ebene legen läfst; dann 
ordnet man ihnen vier Gerade q/ . . . q 4 ' der Ebene, v<?n denen 
keine drei durch denselben Punkt gehen, der Reihe nach zu. In 
ähnlicher Weise verfährt man bei zwei Strahlenbündeln 2 und 2' : 
man wählt im ersten vier Strahlen pi . . . p 4 und im zweiten 
vier Ebenen JQi' . . . Z7 4 ', welche je allgemeine Lage zu einander 
haben, und läfst diese einander entsprechen. 

Dafs hierbei jedesmal eine reciproke Zuordnung, und zwar 
nur auf eine einzige Weise, möglich ist, erkennt man sehr leicht 
direkt; man kann den Satz aber auch auf den entsprechenden, 
früher für zwei Ebenen bewiesenen Satz zurückführen. 

17. Man kann auch den Raum reciprok auf sich selbst be- 
ziehen, oder wie wir lieber sagen, weil jeder Punkt und jede 
Ebene doppelt betrachtet werden mufs, man kann zwei Räume 
einander reciprok zuordnen. Dabei stellen wir folgende Defi- 
nition auf: 

Zwei Räume sind reciprok auf einander bezogen, 
wenn jedem Punkte des einen eine Ebene des andern 
in der Weise entspricht, dafs jedesmal, wenn in dem 
ersten Räume ein Punkt in einer Ebene liegt, die dem 
Punkte entsprechende Ebene des zweiten Raumes durch 
den der Ebene zugeordneten Punkt geht. 

Von der Möglichkeit, zwei Räume einander reciprok zuzu- 
ordnen, überzeugt man sich sehr leicht. Man lasse im ersten 
Räume (xi . . . x 4 ) und (Ui . . . u 4 ) zusammengehörige Punkt- und 
Ebenenkoordinaten sein; ebenso mögen im zweiten Räume yi...y 4 
und v x . . . v 4 zusammengehörige Punkt- und Ebenenkoordinaten 
sein. Die Zuordnung der beiden Räume, welche durch die Glei- 
chungen vermittelt wird: 

Xi : x 2 : x 8 : x 4 «■ V! : v% : v 3 : v 4 , 
U! : u 2 : u 3 : u 4 = y x : y 2 : y s : y 4 , 

ist offenbar eine reciproke. 

18. Einer Ebene des ersten Raumes und den in ihr liegenden 
Punkten und Geraden (als Punktreihen) entspricht im zweiten 
Räume ein Strahlenbündel; auch diese Zuordnung ist eine reci- 
proke. Dementsprechend sind den Punkten einer Punktreihe des 
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ersten Raumes die Ebenen eines Büschels im zweiten Räume 
projektiv zugeordnet. 

19. Sobald man fünf Punkten des einen Raumes, von denen 
keine vier in einer Ebene liegen, fünf Ebenen des andern, von 
denen keine vier durch einen Punkt gehen, der Reihe nach zu- 
geordnet hat, ist die reciproke Zuordnung der Räume bestimmt. 
Dafs es eine derartige Zuordnung giebt, zeigt man wieder durch 
passende Wahl der Koordinatensysteme. Im ersten Räume nehme 
man die vier ersten Punkte zu Eckpunkten des Koordinaten- 
Tetraeders und den fünften zum Einheitspunkte; im zweiten 
Räume lasse man das Koordinaten-Tetraeder durch die vier ersten 
Ebenen begrenzt sein und wähle die fünfte Ebene zur Einheits- 
ebene. Vermittelst der Koordinaten, welche man bei dieser Fest- 
setzung erhält, kann man die Zuordnung der Räume in den vorhin 
angegebenen Gleichungen darstellen. 

20. Man sieht aber auch sehr leicht, dafs bei keiner zweiten 
reciproken Zuordnung die fünf Punkte des ersten Raumes den 
fünf Ebenen des zweiten entsprechen können. Der vom ersten 
Punkte ausgehende Strahlenbündel mufs nämlich reciprok zuge- 
ordnet sein dem auf der ersten Ebene des zweiten Raumes ent- 
haltenen ebenen Systeme; die Art der Zuordnung ist aber bestimmt, 
weil man zu vier Strahlen des Bündels die ihnen im ebenen 
Systeme entsprechenden Geraden kennt. Da dasselbe für die 
Strahlenbündel gilt, welche ihre Strahlenbündel in den vier andern 
Punkten haben, so kann man zu jedem Punkte des ersten Raumes 
höchstens eine im zweiten Räume entsprechende Ebene finden. 

21. Indem wir die beiden Räume, welche identisch sind und 
gar nicht getrennt werden können, auf dasselbe Koordinatensystem 
beziehen und demnach die Koordinaten des zweiten Raumes durch 
Anhängung eines Striches bezeichnen, erhalten wir folgende Zu- 
ordnung : 

qui' = a n x! -f a 12 x 2 + a 18 x 3 + a 14 x 4 

l CJ I • . • . • ■ • 

pu 4 ' — a.,^ + a 42 x 2 + a 48 x 3 -f a 44 x 4 , 

mit denen die weiteren Gleichungen verbunden werden müssen: 

öUi — anx/ -f Ztix 2 ' + a 31 x 8 ' + a 4l x 4 ' 
\ * j ... . . . . 

öu 4 =- a 14 X!' + a 24 x 2 ' + a 84 x 3 ' + a 44 x 4 '. 
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Die reciproke Zuordnung zweier Räume hängt also von fünf- 
zehn willkürlichen Konstanten ab. 

Damit es möglich wird, vermittelst dieser Gleichungen auch 
jeder Ebene einen Punkt zuzuordnen, mufs die aus den Koeffi- 
cienten a t x gebildete Determinante von null verschieden sein. Wir 
schliefsen daher den Fall aus, dafs diese Determinante verschwindet. 
Indem wir dann noch die zu dem Elemente a 4X gehörende Unter- 
determinante mit Aix bezeichnen, ergeben sich durch Auflösung 
der Gleichungen (3) und (4) die folgenden: 

Q% = AnUi' + A tl u 2 ' + A 31 u 3 ' + A41U4' 

(>'x 4 = A u ui' + Ac^u/ + A34U5' + A 44 u 4 ' 
und 

öV = A n u! + A 12 u 2 + A 13 u 3 + A 14 u 4 

ö'x 4 ' = A 41 Ui + A 42 u 2 + A 43 u s + A 44 u 4 . 

22. Läfst man zwischen den Koordinaten U! . . . u 4 eine 
homogene Gleichung mten Grades bestehen, so erhalten wir auch 
zwischen den Koordinaten x^ . . . x 4 ' eine homogene Gleichung 
mten Grades. Demnach entspricht einer Fläche m*er Klasse des 
ersten Raumes eine Fläche m*er Ordnung im zweiten Räume, und 
umgekehrt wird jede Fläche n*er Ordnung auf eine Fläche n*er 
Klasse bezogen. Eigentlichen Flächen zweiter Ordnung entsprechen 
wieder eigentliche Flächen zweiter Klasse; dagegen entspricht 
einer Kegelfläche eine ebene Kurve. 

23. Ein wichtiger Specialfall der Gleichungen (3) und (4) ist 
der, dafs jeder KoefEcient a** gleich ist a**. Alsdann sind die 
Gleichungen (3) und (4) identisch, ebenso die Gleichungen (5) 
und (6). Demnach ist es gleichgültig, welchem Räume man den 
einzelnen Punkt zuweist. Wir dürfen daher die oberen Striche 
an den (x) und den (u) weglassen, wie wir bereits bei der Invo- 
lution und dem ebenen Polarsystem (I S. 143) gethan haben. 
Eine derartige Zuordnung der Punkte und Ebenen des Raumes 
nennen wir ein räumliches Polarsystem. 

24. Soll ein Punkt (x) in der ihm entsprechenden Ebene (u) 
liegen, so mufs die Gleichung erfüllt sein: 2xiu t =0. Die 
Gleichungen (3) zeigen uns, dafs dieser Bedingung jeder Punkt 
genügt, welcher der Fläche angehört: 

(7) 2 a tx xi x x = 0. 
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Diese Fläche heifst die Ordnungsfläche des Polar- 
systems. 

Wegen der Voraussetzung a« = z X i ist die Bezeichnung (7) 
identisch mit derjenigen, welche wir früher bei der Untersuchung 
der Flächen zweiter Ordnung angewandt haben. Demnach stimmen 
auch die Gleichungen (3) und (4) vollständig überein mit den 
Gleichungen (7) § 12, 3 (S. 88) oder auch (8) § 13, 10 (S. 97), 
durch welche für einen beliebigen Punkt (x) die zugehörige Polar- 
ebene bestimmt wird. Das Polarsystem ordnet demnach jedem 
Punkte des Raumes seine Polarebehe in Bezug auf die Ordnungs- 
fläche des Systems zu. 

Wegen der Gleichungen (5) nimmt die Bedingung dafür, 
dafs ein Punkt in die zugeordnete Ebene hineinfällt, auch die 
Form an: 

(8) 2 A iX u, ux = 0, 
wo Aix jedesmal die zu a** gehörende Unterdeterminante ist. 
Infolge der gemachten Voraussetzungen ist die Fläche (8), wie 
wir in § 13, 10 (Seite 98) gesehen haben, mit der Fläche (7) 
identisch. 

Übungen : 

1) a) Wenn zwei Gebilde demselben dritten kollinear zuge- 
ordnet sind, so sind sie auch zu einander kollinear zugeordnet. 

b) Wenn zwei Gebilde demselben dritten reciprok entsprechen, 
so sind sie zu einander kollinear zugeordnet. 

2) a) Man kann zwei Räume derartig kollinear auf einander 
beziehen, dafs zwei eigentliche Flächen zweiter Ordnung einander 
entsprechen, wofern beide nur projektiv zu derselben Art gehören. 

b) Speciell kann man den Raum derartig kollinear transfor- 
mieren, dafs eine beliebige gegebene Fläche zweiter Ordnung sich 
selbst zugeordnet ist. 

(Wenn etwa die Gleichung der Fläche ist: 

Pix?+p 2 x! +P 8 x§ +P4*!=0, 
so müssen die Koefficienten in den Gleichungen (1) den Be- 
dingungen genügen: 

1 _ . 1 _, . 1 ^ . 1 



ix r2 x ra x rix 

2px a*a z*ß = für a ^ ß.) 
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c) Man kann den Raum kollinear auch so transformieren, 
dafs eine imaginäre Fläche zweiter Ordnung ungeändert bleibt; 
es kommt dies darauf hinaus, zu verlangen, dafs jedesmal, wenn 
einem Punkte a ein Punkt ß zugeordnet wird, auch der Polar- 
ebene von a die von ß entspricht. 

3) a) Wenn zwischen den Koefficienten a* x in den Glei- 
chungen (1) keine besonderen Bedingungen bestehen, so giebt es 
vier sich selbst entsprechende Punkte und vier sich selbst ent- 
sprechende Ebenen. 

(Soll x/ : x 2 ' : x 3 ' : x 4 ' ~ x x : x 2 : x 3 : x 4 sein, so bestimme 
man co vermittelst der Gleichung: 

a } i — <d ai 2 aj 3 ai 4 

...... *— —" v/. 

a 41 a 42 a 43 a 44 — a> 

Jede Wurzel dieser Gleichung führt auf einen Punkt, der zu 
sich selbst zugeordnet ist.) 

b) Die sich selbst zugeordneten Punkte und Ebenen gehören 
demselben Tetraeder an, und zwar die Punkte als Eckpunkte, die 
Ebenen als Seitenflächen. 

c) Bei geeigneter Wahl der Koordinaten kann jede kollineare 
Transformation von allgemeinem Charakter vermittelst der Glei- 
chung dargestellt werden: 

Xj : x 2 : x 3 : x 4 ^= X\X\ : a 2 x 2 : a 3 x 3 : x, 4 x 4 , 
X x u x ' : X t \x% : >l 3 u 3 ' : ^u 4 ' = Ui : u 2 : u 3 : u 4 . 

d) Eine allgemeine kollineare Transformation des Raumes 
bezieht keine eigentliche Fläche zweiter Ordnung auf sich selbst. 

(Die Gleichung 2q tx xiXx = kann für die in c) angegebene 
Transformation bei ungleichen Werten der vier Koefficienten 
Xi . . . X± nur dann ungeändert bleiben, wenn sie ein Ebenenpaar 
oder eine Doppelebene darstellt.) 

e) Jede Fläche zweiter Ordnung, für welche die vier sich 
selbst entsprechenden Punkte die Eckpunkte eines Polartetraeders 
sind, kann bei kollinearer Zuordnung nur einer solchen Fläche 
entsprechen, für welche die vier Punkte ebenfalls Eckpunkte eines 
Polartetraeders sind. 

(Dies folgt unmittelbar aus den in c) angegebenen Gleichungen; 
man soll es auch ohne jede Rechnung begründen.) 
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f) Um die speciellen Arten der kollinearen Transformationen 
zu erhalten, empfiehlt sich folgender Weg. Jeder Wurzel der in 
a) aufgestellten Gleichung entsprechen ein zu sich zugeordneter 
Punkt und eine zu sich zugeordnete Ebene. Diesen Punkt und 
diese Ebene führt man in das Koordinaten-Tetraeder ein. Weitere 
Bedingungen zwischen den Koefficienten ergeben sich dann daraus, 
dafs eine oder zwei Wurzeln mehrfache Wurzeln sind. Man stelle 
hiernach die charakteristischen Gleichungen für die verschiedenen 
Arten von kollinearen Transformationen auf. 

4) Welchen Bedingungen müssen die Koefficienten a<* in 
den Gleichungen (1) genügen, damit 

a) die Form x| + x| -f- x§ -j- xf 

b) die Form xf + x l + X I 

nur mit einem konstanten Faktor multipliziert wird? 

Man bestimme in beiden Fällen die sich selbst entsprechenden 
Punkte und Ebenen. 

5) a) Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen in zwei 
kollinearen Strahlenbündeln erzeugen eine kubische Raumkurve. 

a) Durch den Schnitt einer beliebigen Ebene mit den beiden 
Strahlenbündeln wird diese kollinear auf sich selbst bezogen; dabei 
fallen aber nur drei Punkte mit ihren entsprechenden Punkten 
zusammen. 

ß) Jeder Punkt auf einem Strahle des ersten Bündels wird 
durch die Gleichungen dargestellt: 

QXa =■ £a + X\Za + A 2 ba + A3 Ca. 

Jeder Punkt auf dem entsprechenden Strahle hat die Koordi- 
naten : 

Oy a — (irja + ^a« + *tW + X*Ca. 

Für einen Schnittpunkt mufs sein y« = cox«. Dann kann 
man p 9 X l9 Z 29 1$ durch oo vermittelst Gleichungen vom dritten 
Grade ausdrücken. 

b) Die Schnittlinien entsprechender Ebenen in zwei kollinearen 
Strahlenbündeln sind Sekanten an eine Raumkurve dritter Ordnung. 

(Durch die in den beiden einander entsprechenden Ebenen 
gelegenen Strahlen wird auch ihre Schnittlinie projektiv auf sich 
selbst bezogen.) 

6) Die kollineare Verwandtschaft heifst affin, wenn die uq- 
endlichferne Ebene sich selbst entspricht. 
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a) Bei der affinen Zuordnung zweier Räume entspricht einem 
Paare paralleler Ebenen wiederum ein Paar paralleler Ebenen. 

b) Giebt es Stellungen von Ebenen, welche hierbei unge- 
ändert bleiben? 

c) Wann erhält eine gerade Linie hierbei eine zu ihrer An- 
fangsrichtung parallele Richtung? 

7) a) In einer räumlichen Reciprocität giebt es i. a. vier 
Punkte, denen dieselbe Ebene entspricht, mag man sie dem ersten 
oder dem zweiten Räume angehören lassen. 

(Für jeden solchen Punkt müssen die Gleichungen erfüllt sein : 

an (1 - <b)xi +( a i» — a 21 a>)x 2 +(a l3 — a si a>)x 8 

+ 0*i4 — a 4 i€o)x 4 =0 
• •*... • • • • 

(a 41 — a>a l4 ) x t + (a 42 — «>a 24 ) x 2 + (a 48 — ö?a 34 ) x s 

+ a 44 (1 — a>) x 4 = 0). 

b) Jeder dieser vier Punkte liegt in der zugeordneten Ebene. 

c) Man untersuche speciell die folgende reciproke Zuordnung: 
p Ul ' = a 12 x 2 , ^u 2 ' = a 21 Xi, (m 8 ' = a S4 x 4 , (m 4 ' = a 43 x 3 . 

8) a) Die Punkte, welche in den ihnen entsprechenden Ebenen 
liegen, gehören i. a. einer Fläche zweiter Ordnung an, deren 
Gleichung für die reciproke Zuordnung (3) die Form hat: 

2 Zix Xi x x = 0. 

b) Die Ebenen, in denen die ihnen entsprechenden Punkte 
liegen, umhüllen eine Fläche zweiter Klasse, deren Gleichung für 
die durch die Gleichungen (3) — (6) gegebene Zuordnung die Form 
annimmt: 

2, Aix Mi u x = 0. 

c) Diese beiden Flächen sind i. a. nicht identisch, weil den 
Punkten der Fläche a) i. a. nicht ihre Tangentialebenen ent- 
sprechen. Man zeige dies auch durch Rechnung. 

d) Man gebe die beiden Flächen für die in Üb. 7) c) auf- 
gestellte Transformation an. 

e) Die Beziehung der beiden Flächen zu den in Üb. 7) an- 
gegebenen Punkten und Ebenen soll allgemein untersucht werden. 

9) Man untersuche dasjenige Polarsystem, dessen Ordnungs- 
fläche die Gleichung hat: 

xf + xf + X* + xf = 0. 

KUling, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 16 
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10) a) In einem ebenen Polarsystem schneiden die den drei 
Eckpunkten eines Dreiecks zugeordneten Polaren je die Gegen- 
seiten in drei Punkten, die in gerader Linie liegen. 

(Wenn die Zuordnung durch die Gleichung vermittelt wird:: 

Q\\a — 2 a« x xx und a<* = a* 4 

X 

ist, so trifft die gerade Linie a^a^Xt -ha 2 ia 23 x 2 + a 31 a 82 X3=0 
jede Seite des Koordinatendreiecks in demselben Punkte wie die 
Polare des Gegenpunktes.) 

Man untersuche auch den speciellen Fall, wo etwa ai 2 — 
ai 3 = ist. 

b) Durch die zu zwei Punkten zugeordneten Geraden und 
einen Punkt auf der Polare eines dritten Punktes ist ein ebenes 
Polarsystem i. a. eindeutig bestimmt. 

(Die Polaren der beiden ersten Punkte bestimmen auch einen 
Punkt auf der Polare des dritten Punktes.) 

c) Welche Ausnahmen erleidet der Satz b)? 

d) Wenn die Seiten eines Dreiecks die Polaren zu den Eck- 
punkten eines zweiten Dreiecks sind, so liegen sie perspektivisch 
zu einander (d. h. entsprechende Eckpunkte liegen in drei durch 
einen Punkt gehenden Geraden und entsprechende Seiten schneidea 
einander in drei Punkten einer geraden Linie). 

11) a) Konstruiert man, nachdem ein räumliches Polarsystem 
gegeben ist, auf jeder Seitenfläche eines Tetraeders die Schnitt- 
linie mit der Polarebene der Gegenecke, sowie die gerade Ver- 
bindungslinie der Punkte, in denen die in dieser Ebene gelegenen 
Kanten je von den in dieser Ebene liegenden Eckpunkten ge- 
schnitten werden, so gehören die acht so erhaltenen Geraden» 
einer Fläche zweiter Ordnung an. 

(Die Fläche: 

ai2ai 3 ai 4 x? + ... + (a 13 a 24 + ai4a 28 )(ai 2 x 1 x 2 -fa 3 4X3X 4 ) + ... = 

schneidet die Ebene x x = in den Geraden 

a 12 x 2 + a 13 x 3 -f- a 14 x 4 = und 
a 23 a 2 4X 2 H- a 82 as 4 x 3 -j- a 42 a 43 X4 = 0; 

die erstere ist die Schnittlinie mit der Polarebene des Punktes 
(1, 0, 0, 0); die zweite entspricht der in Üb. 10) a) angegebenen 
Geraden.) 
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b) Welche mit dem Koordinaten-Tetraeder in Verbindung 
stehenden Linien gehören der Fläche an: 

V a i3 a 24 a !4 a 2S/ ( a i2 X 3 X 4 l a 84 a i2/ 

i~ ( a i4 a 82 a i2 a 34/ v a i3 X 2 X 4 ~l a 24 X l X 3/ 

I ( a i 2 a 4 3 a i3 a 42/ ( a i4 X 2 X 3 "T a 23 X l X 4) = ®' 

c) Man untersuche demnach die gegenseitige Lage von zwei 
einander in einem Polarsystem zugeordneten Tetraeder? 

d) Welche Besonderheiten treten ein, wenn etwa 

a i3 a 24 a i4 a 28 = 
ist? Welche, wenn zugleich 

a i8 a 24 — a i4 a 23 =0 UIld a i4 a 82 ~ a i2 a 34 =0 ist ? 

e) Nachdem in einem Polarsystem zu zwei Punkten die 
Polarebenen gegeben sind, kann man zu jedem dritten Punkte 
einen Punkt der Polarebene finden [Üb. 10) a)]. 

f) Sobald in einem räumlichen Polarsysteme zu drei Punkten 
die Polarebenen gegeben sind, kann man zu jedem vierten Punkte 
eine gerade Linie konstruieren, durch welche seine Polarebene 
hindurchgehen mufs [Üb. a)]. 

g) Man gebe diejenigen Sätze an, welche den in e) und f) 
aufgestellten dual entsprechen. 

h) Man kann ein räumliches Polarsystem dadurch bestimmen, 
dafs man zu zwei Punkten die Polarebenen willkürlich wählt, 
dann eine gerade Linie angiebt, durch welche die Polarebene 
eines dritten Punktes gehen soll, und endlich festsetzt, dafs die 
Polarebene eines vierten Punktes durch einen bestimmten Punkt 
gehen soll. 

Wie darf der zweite, dritte, vierte Punkt nicht angenommen 
werden; welche Lage hat man für die zweite Ebene, die zur 
Bestimmung der dritten Ebene benutzte Gerade, den zur Bestim- 
mung der vierten Ebene benutzten Punkt auszuschliefsen ? 

i) Wie darf man den in h) gemachten Angaben entsprechend 
die Pole von vier Ebenen der Reihe nach bestimmen? 

12) a) Durch ein räumliches Polarsystem wird für jede gerade 
Linie eine Involution der auf ihr gelegenen Punkte und der durch 
sie hindurchgehenden Ebenen erzeugt? 

Welche Ausnahme erleidet der Satz? 

b) Die Hauptpunkte dieser Punktinvolution liegen in der 

16* 
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Ordnungsfläche, und die Hauptebenen der Ebeneninvolution be- 
rühren diese Fläche. 

c) Sobald das räumliche Polarsystem gegeben ist, mufs auch 
seine Ordnungsfläche als bekannt angesehen werden. 

d) Demnach darf man eine Fläche zweiter Ordnung bestimmen 
durch ein Polartetraeder und die Polarebene eines beliebigen Punktes. 

13) a) Wenn zwischen den Koefficienten in den Gleichungen 
(3) die Beziehungen bestehen: 

a« = 0, a«* -f- a X £ = 0, 
so liegt jeder Punkt in der ihm entsprechenden Ebene (Null- 
system). 

b) Welche einfache Form nehmen die Koefficienten in den 
Gleichungen (5) an? 

c) Die Beziehung kann als involutorisch betrachtet werden, 
da es gleichgültig ist, welchem der beiden Räume man jeden 
Punkt und jede Ebene zuweist. 

d) Auch die Geraden des Raumes werden einander reciprok 
in der Weise zugeordnet, dafs die sämtlichen Ebenen, welche den 
Punkten der einen Geraden entsprechen, jedesmal durch die andere 
hindurchgehen. 

e) Jede Gerade, welche durch einen beliebigen Punkt des 
Raumes in seiner Polarebene gezogen wird, ist zu sich selbst 
konjugiert. Durch jeden Punkt des Raumes gehen unendlich viele 
zu sich selbst zugeordnete Gerade, und alle diese liegen in einer 
Ebene. Umgekehrt enthält jede Ebene unendlich viele sich selbst 
entsprechende gerade Linien, und diese bilden einen Strahlen- 
büschel. 

f) Sobald eine Gerade zwei einander zugeordnete Geraden 
schneidet, entspricht sie sich selbst. 

g) Zwei einander zugeordnete Strahlen können einander nicht 
schneiden; sobald sie einen Punkt gemeinschaftlich haben, fallen 
sie zusammen. 

h) Zwei Paare entsprechender Strahlen gehören derselben 
Geradenschar einer Fläche zweiter Ordnung an; alle Geraden der 
andern Schar auf dieser Fläche sind zu sich selbst konjugiert. 
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§ 27. 
Projektivität und Metrik. 

Wir unterscheiden projektive und metrische Eigenschaften 
der Raumgebilde. Auf die erste Klasse beziehen sich gröfstenteils 
die bisher in diesem Bande durchgeführten Untersuchungen, näm- 
lich alle diejenigen, bei denen auf die unendlichferne Ebene keine 
Rücksicht genommen wurde. Hierbei handelte es sich vielfach 
darum, ob ein Gebilde ganz oder zum Teile einem andern an- 
gehört, ob mehreren Gebilden Punkte oder Tangentialebenen 
gemeinschaftlich sind; dabei wurden die Doppelverhältnisse berück- 
sichtigt, namentlich der wichtige Specialfall derselben, die harmo- 
nische Teilung. Dagegen kam es hierbei gar nicht auf die Länge 
der Strecken und die Gröfse der Winkel an. 

Um den Charakter der projektiven Eigenschaften scharf fest- 
zustellen, nehmen wir am besten die kollineare Zuordnung des 
Raumes zu Hilfe. Wir dürfen alsdann sagen, Eigenschaften 
seien projektiv, wenn sie sich bei keiner kollinearen 
Umgestaltung des Raumes ändern. 

Führen wir z. B. eine eigentliche geradlinige Fläche zweiter 
Ordnung # durch eine kollineare Umgestaltung des Raumes in 
eine andere Fläche <P' über, so ist die letztere ebenfalls eine 
eigentliche Fläche zweiter Ordnung mit geraden Linien. Bei der- 
selben Umgestaltung möge der Punkt P des Raumes in P' und 
die Polarebene II von P in Bezug auf # in eine Ebene II' um- 
gewandelt werden; dann ist jedesmal für die Fläche 4>' die Ebene 
77' die Polarebene des Punktes P'. 

Ordnung und Klasse einer Fläche und Kurve, Durchschneiden 
und Berühren, die Frage, ob gerade Linien in einer Fläche ent- 
halten sind oder nicht, gehören deshalb der Projektivität an ; aber 
auch die ganze Theorie der Doppelverhältnisse mufs ihr zuge- 
wiesen werden. 

Dagegen werden diejenigen Eigenschaften als me- 
trische bezeichnet, welche nicht bei allen kollinearen 
Umgestaltungen ungeändert bleiben. Zuvörderst bevorzugt 
die Metrik die unendlichferne Ebene als ein uneigentliches Ge- 
bilde vor den übrigen Ebenen, während man diese Ebene kollinear 
auf jede andere Ebene beziehen kann. Demgemäfs gehört die 
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Lehre vom Mittelpunkt einer Fläche zweiter Ordnung und von 
den konjugierten Durchmessern der Metrik an. Die Messung im 
eigentlichen Sinne ist ein metrischer Prozefs, da die Metrik Rück- 
sicht nehmen mufs auf die Länge der Strecken, die Gröfse der 
Winkel, auf Flächen- und räumlichen Inhalt. Nur die kongruente 
Umgestaltung des Raumes läfst alle metrischen Eigenschaften eines 
Gebildes ungeändert. 

Zwischen Projektivität und Metrik besteht hiernach in den 
Resultaten ein durchgreifender Unterschied; aber dieser Unter- 
schied tritt bei den grundlegenden Untersuchungen ganz zurück. 
Alle unsere Beweise beruhen in ihrem tiefsten Grunde auf der 
Definition der Koordinaten. Diese wurden eingeführt als Längen 
von Strecken, die noch mit gewissen konstanten Faktoren multi- 
pliziert wurden. Bei einem solchen Ausgangspunkte werden 
metrische Eigenschaften zur Grundlage der Projektivität gemacht. 
Zwar sahen wir nachträglich, dafs wir nur die Verhältnisse der 
Koordinaten zu berücksichtigen brauchen und dafs wir diese als 
Doppelverhältnisse auffassen dürfen; aber bei der Definition der 
Doppelverhältnisse benutzten wir wieder die Längen von Strecken 
und die Gröfsen der Winkel. So bildet für uns die Metrik zu- 
gleich die wahre Grundlage der Projektivität. Es liegt also die 
Frage nahe, ob es nicht möglich ist, auch in der Begründung die 
Metrik zu entbehren und die Projektivität selbständig aufzubauen. 
Das ist in der That den Bemühungen der Geometer gelungen; 
aber die Art der Ausführung darzulegen, geht über die Grenzen 
hinaus, welche wir uns für das vorliegende Werk stecken mufsten. 
Nur das Ergebnis wollen wir dahin formulieren, dafs wir sagen, 
die Projektivität sei die Gesamtheit der geometrischen Sätze, die 
sich einzig aus den Voraussetzungen ergeben, dafs durch je zwei 
Punkte eine gerade Linie und durch jede Gerade und einen ihr 
nicht angehörenden Punkt eine Ebene gelegt werden kann. 

Die soeben durchgeführten Erwägungen sind geeignet, ein 
Bedenken zu beseitigen, das sich bei der Einführung der Tetraeder- 
Koordinaten aufdrängen mufs. Aus den Elementen der analy- 
tischen Geometrie ist bekannt, dafs drei Strecken genügen, um 
die Lage eines jeden Punktes im Räume zu bestimmen; es mufs 
daher dem Anfänger als eine unnötige Erschwerung erscheinen, 
dafs er gezwungen wird, vier verschiedene Strecken zu benutzen. 
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Zwar überzeugt er sich allmählich, dafs auch die neuen Koordi- 
naten ein ganz geeignetes Werkzeug zur Untersuchung des Raumes 
abgeben; auch mufs die Symmetrie der Formeln ihn bald die 
neue Behandlungs weise liebgewinnen lassen; namentlich mufs er 
bald das Übergewicht der neuen Methode in den allgemeinen 
Resultaten erkennen, die jedesmal durch Specialisierung zu einer 
grofsen Reihe von Einzelsätzen führen. Dennoch wird der Anfänger 
vielleicht nicht so bald zur vollen Klarheit über den wahren Grund 
für die Einführung dieser Koordinaten kommen. Dieser liegt 
darin, dafs die Cartesischen Koordinaten die unendlichferne Ebene 
^vor den übrigen Ebenen bevorzugen und daher in alle rein pro- 
jektiven Untersuchungen .ein fremdes Element hineinbringen, das 
erst nachträglich wieder entfernt werden mufs. Die projektiven 
Eigenschaften können nur dann auf direktem Wege erhalten wer- 
den, wenn man Tetraeder-Koordinaten benutzt. 

Überhaupt darf man folgende Regel aufstellen. Wenn man 
•die Projektivität vermittelst der Analysis behandeln will, so ge- 
braucht man am besten Tetraeder-Koordinaten. Wenn man aber 
umgekehrt auf alle metrischen Eigenschaften Rücksicht nehmen 
-will, so eignet sich vor allem das rechtwinklige Koordinatensystem 
Descartes'; der Übergang von einem solchen System zu einem 
andern derselben Art läfst sogar, falls man auch dieselbe Längen- 
einheit zu Grunde legt, alle metrischen Eigenschaften ungeändert. 
Zuweilen will man aber nur einzelne Eigenschaften der Metrik 
beachten und andere unberücksichtigt lassen; dann kann es von 
Vorteil sein, andere Koordinaten zu benutzen. Wenn es sich 
z. B. nur um die Längen von Strecken, aber nicht um die Gröfse 
der Winkel handelt, so gewährt der Gebrauch schiefwinkliger 
Cartesischer Koordinaten zuw r eilen beträchtlichen Nutzen; in dieser 
Hinsicht sei an § 19 erinnert, wo wir mit Hilfe schiefwinkliger 
Koordinaten die einzelnen Arten von Flächen zweiter Ordnung 
leicht charakterisieren konnten. 

Die Projektivität ist nicht nur an sich wichtig, sondern ge- 
währt auch der Metrik viele Vorteile. Schon der Umstand ist 
nicht gering anzuschlagen, dafs metrische Sätze vielfach aus rein 
projektiven durch blofse Specialisierung hergeleitet werden. Die 
Theorie vom Mittelpunkte und den konjugierten Durchmessern 
einer Fläche zweiter Ordnung bildet nur einen ganz speciellen 
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Fall der allgemeinen Polareigenschaften. Der Cylinder erscheint 
nur als ein Kegel, dessen Scheitel in die unendlichferne Ebene 
gerückt ist; die Eigenschaften des Cylinders bedürfen keiner ge- 
sonderten Herleitung, sondern ergeben sich unmittelbar aus denen 
des Kegels. Dadurch wird nicht nur eine bedeutende Verein- 
fachung herbeigeführt, sondern es erhält auch jeder Satz seine 
richtige Stelle im System der Wissenschaft. Vielleicht noch gröfser 
ist aber der Vorteil, den die Projektivität der Geometrie dadurch 
gewährt, dafs sie für rein metrische Probleme die geeignetsten 
Methoden angiebt; indem sie metrische Fragen ihres speciellen 
Charakters entkleidet und allgemeinen Principien unterordnet, zeigt 
sie den einfachsten und natürlichsten Weg zu ihrer Beantwortung. 
In den beifolgenden Übungen sind bereits einige Probleme 
der Metrik angegeben, die sich an frühere Untersuchungen in 
einfacher Weise anschliefsen. Die folgenden Paragraphen sollen 
dann solche Probleme dieser Art behandeln, welche weitläufigere 
Erörterungen notwendig machen. Überall wollen wir uns aber 
bemühen, die Beziehung zur Projektivität deutlich hervortreten zu 
lassen. 

Übungen : 

1) a) Der geometrische Ort des Punktes, für den das Pro- 
dukt der senkrechten Abstände von zwei Seitenflächen eines 
Tetraeders zu dem Produkte der Abstände von den beiden andern 
Seitenflächen in einem gegebenen Verhältnisse steht, ist eine 
Fläche zweiter Ordnung. 

(Man betrachte in der Gleichung x 1 X2=xx3X 4 die Koordi- 
naten als die senkrechten Abstände von den gegebenen Ebenen.) 

b) Alle Flächen, welche man auf dem angegebenen Wege 
dadurch erhält, dafs man nur das Verhältnis sich ändern läfst, 
gehören einem Büschel an, dessen Grundkurve durch ein wind- 
schiefes Viereck gebildet wird. 

c) Diejenigen Ebenen, für welche das Produkt der Abstände 
von zwei gegebenen Punkten zum Produkte der Abstände von 
zwei andern festen Punkten in einem gegebenen Verhältnisse 
steht, umhüllen eine Fläche zweiter Ordnung. 

d) Die unter a) und c) angegebenen Flächen werden identisch, 
falls die vier Punkte die Eckpunkte des von den vier Ebenen 
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eingeschlossenen Tetraeders sind. In welcher Beziehung müssen 
die konstanten Verhältnisse zu einander stehen? 

(Wenn die Koordinaten x t . . . x* mit den in § 2 eingeführten 
Gröfsen pi . . . p* identisch werden, so haben die zugehörigen 
Ebenenkoordinaten u { . . . u* die Bedeutung r x : hi . . . r* : h 4 , 
wo x x . . . r 4 die in § 4 benutzten senkrechten Abstände sind.) 

2) a) Im Tetraeder Oi0 8 5 4 seien I, II, III, IV die Seiten- 
flächen, hi ... h* die Höhen, « 12 , «is ... die Cosinus der von 
je zwei Ebenen eingeschlossenen Winkel (a l2 «* cos (III) u. s. w.). 
Die von einem beliebigen Punkte der Höhe h 4 auf die Ebenen 
I, II, III gefällten Senkrechten verhalten sich wie «14 : «24 : «34 
u. s. w. Indem man als Koordinaten eines Punktes die von ihm 
auf die Ebenen gefällten Senkrechten wählt, soll die Gleichung 
derjenigen Fläche zweiter Ordnung bestimmt werden, welche 
durch drei Höhen des Tetraeders geht. Man zeige, dafs die Fläche 
auch die vierte Höhe enthält. 

(Indem wir den Ausdruck aiXa xfJ i — a if iax). kurz durch (ixlfi) 
bezeichnen, können wir die Gleichung in der Form schreiben: 

(1234) (a 84 x l x 2 + «12X3X4) + (1342) («42x^8 + «13X4X2) 
+ (1423) («23X1X4 + «14X2X3) = 0.) 

b) Man suche die geometrische Bedeutung der Ausdrücke 
(ixXft); man weise nach, dafs (1234) nur gleich null werden kann, 
wenn die Kanten OiO a und O3O4 auf einander senkrecht stehen. 

c) Die Bedingung dafür, dafs die Höhen h 2 und h 2 einen 
Punkt gemein haben, ist identisch damit, dafs auch die beiden 
andern Höhen einander schneiden. Man deute die Bedingungs- 
gleichung geometrisch und leite daraus einen Satz der Stereo- 
metrie ab. 

d) Sobald zwei Paare von Gegenkanten rechtwinklig zu ein- 
ander geneigt sind, gilt dasselbe für die Kanten des dritten Paares. 
In diesem Falle gehen die vier Höhen durch einen Punkt. 

4) a) Indem man wieder unter Xi . . . x 4 die senkrechten 
Abstände von den Ebenen des Tetraeders 0,02 03 04 versteht 
und mit a iX den Cosinus des Neigungswinkels je zweier seiner 
Ebenen bezeichnet, zugleich aber den senkrechten Abstand des 
Punktes (x) von der Kante O3O4 gleich 1 34 u. s. w. setzt, folgt 
die Beziehung: 

( 1_ «l^V* =xf +x| + 2a 12 X!X2. 
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b) Man gebe hiernach die Gleichung der Fläche an, für deren 
Punkte die Abstände von den Kanten Oi0 2 und O3O4 in einem 
vorgeschriebenen Verhältnisse stehen. 

c) Da es sich bei dieser Fläche blofs um die Kanten Oi0 2 
und O3O4 handelt, dürfen wir annehmen, dafs die beiden Ebenen 
I und II, sowie III und IV je auf einander senkrecht stehen. Wie 
vereinfacht sich hiernach die Gleichung der Fläche? Man leite 
hieraus Eigenschaften derselben her. 

d) Nachdem die Fläche gegeben ist, kann die Kante OiO ä 
«durch jede andere Gerade ersetzt werden, welche mit der Fläche 
keinen Punkt gemeinschaftlich hat. Welche Lage hat man jetzt 
-der zweiten Geraden zu geben? 

e) Man untersuche dieselbe Fläche unter Benutzung von 
rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten, indem man die z-Axe 
mit der Geraden zusammenfallen läfst, welche die beiden gegebenen 
Linien senkrecht schneidet, den Anfangspunkt mitten zwischen 
-die Fufspunkte der gemeinsamen Senkrechten legt und der (xz)- 
und der (yz)-Ebene gleiche Neigung zu den beiden gegebenen 
Geraden giebt. 

5) a) Wenn u t , u 2 , u 3 homogene Linienkoordinaten in einer 
Ebene sind, so stellt die Gleichung ^u* =«u| einen Kegelschnitt 
dar, welcher von zwei Koordinatenaxen in ihren Schnittpunkten 
mit der dritten Axe berührt wird. Wählt man den Schnittpunkt 
«der beiden Tangenten unendlichfern, so darf man die Quotienten 
Ui : u 8 und u 2 : u 3 als Schweringsche Koordinaten auffassen 
(I § 11, 2 S. 64) und gelangt zu dem Satze: 

Auf den beiden in den Endpunkten eines Durchmessers an 
«einen Kegelschnitt gelegten Tangenten werden von allen weiteren 
Tangenten Strecken abgeschnitten, deren Produkte konstant sind. 

b) Hiernach konstruiere man beliebig viele weitere Tangenten 
eines Kegelschnittes, von welchem zwei parallele Tangenten, ihre 
Berührungspunkte und eine weitere Tangente gegeben sind. 

c) Man benutze die Gleichung, um weitere Eigenschaften des 
Kegelschnittes herzuleiten. Speciell suche man den Berührungs- 
punkt der gegebenen dritten Tangente. 

6) a) Jeden Kegelschnitt, der einen Mittelpunkt hat, kann 
man unter Benutzung Schweringscher Koordinaten in der Form 
«darstellen:' u 2 — v 2 = a 2 . 
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b) Wie hat man die Koordinaten zu wählen, damit die Glei- 
chung einer gegebenen Hyperbel die Form annimmt: 

u* + v 2 = a 8 ? 

c) Man leite aus den angegebenen Gleichungen weitere Eigen- 
schaften der Kegelschnitte her. 

7) a) Wie müssen die Schweringschen Ebenenkoordinaten 
(II § 8, 3 S. 54) gewählt werden, damit die Gleichung einer 
Fläche zweiter Klasse die Form erhält: 

au 2 + j9v 2 + yw 2 = 1 ? 

b) Welche Flächen können durch die angegebene Gleichung 
dargestellt werden? Welche Bedeutung haben die Koefficienten 
a, /9, 7? Für welche Flächen haben sie sämtlich einen positiven 
Wert? Wie müssen die Koordinatenaxen gewählt werden, damit 
die Koefficienten wenigstens dem absoluten Betrage nach gleich 
werden? 

c) Man wähle eine Durchmesserebene und drei Ebenen, welche 
je in einem Punkte der ersten Ebene berühren, zu Koordinaten- 
ebenen. Für dies System stelle man die Gleichung der Fläche 
auf und gebe ihre geometrische Bedeutung an. 

4) a) In einem einschaligen Hyperboloid wähle man zwei 
parallele Erzeugende und eine beliebige Tangentialebene und ziehe 
durch den Berührungspunkt die Parallele zu den gewählten Er- 
zeugenden. Auf diesen beiden Geraden schneidet eine beliebige 
Tangentialebene Stücke ab, deren Produkt gleich ist dem mit 
einer festen Konstanten multiplizierten Abschnitte auf der gezogenen 
Parallelen, wo die Abschnitte sämtlich von der festen Tangential- 
ebene aus gemessen werden. 

(Die Gleichung u 1 U2=au 3 u 4 geht unter Benutzung Schwe- 
ringscher Koordinaten über in uv = aw.) 

b) Man gehe zu Punktkoordinaten über und erkläre die neue 
Gleichung unter Benutzung von § 8, 2 (S. 53). 

§ 28. 

Kugel und Kugelkreis. 

1. In den folgenden Paragraphen benutzen wir rechtwinklige 
Koordinaten, wollen dieselben aber, um die Beziehung zu den 
allgemeinen Koordinaten deutlicher hervortreten zu lassen, vielfach 
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Xi, x 2 , x 3 , x 4 schreiben. Für einen eigentlichen Punkt dürfen 
wir x 4 — 1 setzen und Xi = x, x 2 = y, x 3 «■ z als die recht- 
winkligen Cartesischen Koordinaten auffassen. Dagegen haben 
wir für unendlichferne Punkte x 4 = anzunehmen. Die Koordi- 
naten u l9 u 2 , u 3 , u 4 werden auf die in § 8, 9 (S. 57) angegebene 
Weise bestimmt; es stellen also u i9 u 2 , u 3 die Cosinus der WinkeL 
dar, welche die vom Anfangspunkte auf die Ebene gefällte Senk- 
rechte mit den Axen bildet, und u 4 ist gleich dem Abstände des 
Anfangspunktes von der Ebene. Hiernach besteht bekanntlich 
zwischen u t , u 2 , u 3 die Beziehung: 

u{ +uj +u» — 1, 
und der Ausdruck 

XiUi + x 2 u 2 + x 3 u 8 + u 4 
giebt den Abstand des Punktes (x l? x 2 , x 3 , 1) von der Ebene 
(ui, u 2 , u 3 , u 4 ) an. 

Demnach genügen alle Tangentialebenen (u) einer Kugel 
mit dem Mittelpunkte (a 1? a 2 , a 3 , 1) und dem Radius q der 
Gleichung : 

(1) a!U, + a 2 u 2 + a 8 u 3 + u 4 — q. 

Dieselbe Gleichung wird durch die Gleichung dargestellt: 
(2) aiU t + a 2 u 2 + a 8 u 3 + u 4 = — q. 

Indem wir q als eine positive Gröfse voraussetzen, haben 
wir für die Gleichung (1) den Mittelpunkt auf der positiven und 
für die Gleichung (2) auf der negativen Seite einer jeden Tan- 
gentialebene anzunehmen. 

2. Wir ersetzen die linke Seite der Gleichung (1) durch das 
Zeichen A; dann ist die Gleichung A = 'die Normalform für 
die Gleichung des Punktes (a 1? a 2 , a 3 , 1). Die Gleichungen (1) 
und (2) schreiben wir kurz 

(3) A = ±q. 

Ist B = die Gleichung eines zweiten Punktes ebenfalls in 
der Normalform, so wird durch die Gleichung 

(4) B = ± ö 
eine zweite Kugel dargestellt. 

Der Gleichung: 

A B 

(5) A : B — p : o oder = 

7 Q ö 

genügen alle Ebenen, für welche die Mittelpunkte auf derselben 
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Seite liegen und deren Abstände von diesen sich wie die Radien 
verhalten. Da die Gleichung (5) homogen linear ist, stellt sie 
•einen Punkt dar, der in der Centrale liegt und die Verbindungs- 
strecke der Mittelpunkte nach dem Verhältnisse — q : c teilt. Nun 
wird die Gleichung (5) befriedigt, wenn die Gleichungen (3) und 
(4) bei gleichem Vorzeichen erfüllt sind. Durch den Punkt (5), 
den äufsern Ähnlichkeitspunkt der Kugeln, gehen also 
alle diejenigen gemeinschaftlichen Tangentialebenen der beiden 
Kugeln, gegen welche die Mittelpunkte auf derselben Seite liegen. 
Ebenso stellt die Gleichung 

(7) ^ + £=-0 

denjenigen Punkt der Centrale dar, in welchem dieselbe nach 
dem positiven Verhältnisse der Radien geteilt wird. Durch diesen 
Punkt, den innern Ähnlichkeitspunkt der Kugeln, gehen 
alle diejenigen gemeinsamen Tangentialebenen, denen gegenüber 
die Mittelpunkte auf verschiedenen Seiten liegen. 

Alle gemeinsamen Tangentialebenen zweier Kugeln 
gehen durch zwei Punkte der Centrale, den äufsern und 
den innern Ähnlichkeitspunkt. 

3. Es seien jetzt drei Kugeln Ki, K 2 , K 3 gegeben. Die 
Gleichungen ihrer Mittelpunkte in der Normalform seien sym- 
bolisch A v = 0, A 2 =0, ^4 3 =0; die Radien seien Q iy (> 2 , (> 3 ; 
dann können wir die Gleichungen der Kugeln in der Form 
schreiben : 

A x = ± Qi , A 2 = ± (> 2 , As = ± p 3 . 

Die Ahnlichkeitspunkte der Kugeln K 2 und K 3 seien A 23 
und I 23 , die der Kugeln K! und K 3 seien A i3 und Ii 3 und 
ebenso die von K x und K 2 die Punkte Ai 2 und Ii 2 . Die äufsern 
Ähnlichkeitspunkte A 23 , A 31 , A 12 haben der Reihe nach die 
Gleichungen : 

QsA 2 — q 2 A s = 0, q x A 3 — (> 3 Ai = 0, q % A { — Q x A t =* 0, 
und für die innern Ähnlichkeitspunkte I 23 , I 3 i, Ii 2 gelten die 
Gleichungen : 

q 6 A 2 + Q 2 A<i = 0, QiAs + Q*A X = 0, q 2 A x + q x A 2 = 0. 

Die drei äufsern Ähnlichkeitspunkte liegen auf der Geraden: 

A\_ A2 A% 

Qi Q2 Qs 
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Ebenso liegen die beiden innern Ähnlichkeitspunkte I 83 und 
I 8 i mit dem äufsern Ähnlichkeitspunkte A 12 auf der Geraden: 

A\ A.% A3 

Überhaupt liegen jedesmal zwei innere Ähnlichkeitspunkte 
mit dem dritten äufsern Ähnlichkeitspunkte in gerader Linie. 

Die sechs Ähnlichkeitspunkte von drei Kugeln bil- 
den die Eckpunkte eines vollständigen Vierseits, dessen 
Diagonalen sich paarweise in einem der drei Mittel- 
punkte schneiden. 

4. Ähnliche Beziehungen gelten für vier Kugeln: 

A t = ± q u A 2 =± Q iy A 3 — ± (> 8 , At = ± () 4 . 
Die Ähnlichkeitspunkte mögen in derselben Weise wie eben 
bezeichnet werden. Alsdann enthält die Ebene 

A\ A.% A$ A.± 

Q\ Ql 03 (>4 

die sechs äufsern Ahnlichkeitspunkte A 12 , A 13 , A 14 , A 23 , A 24 , 
A 34 . Ebenso liegen in der Ebene 

A x _ Aj = A3 A± 

Qi Q 2 Qs Qi 

die drei äufsern Ähnlichkeitspunkte A 12 , A 13 , A 23 und die drei 
innern Ähnlichkeitspunkte I 14 , I 24 , I 34 . Endlich gehören die 
zwei äufsern Ähnlichkeitspunkte A 12 und A 34 mit den vier innern 
Ähnlichkeitspunkten I 13 , I 14 , I 23 , I 24 der Ebene an 

A± _ A2 ^1 _ f*4. 

Qi Q2 Qs Qa 

Aus den zwölf Ähnlichkeitspunkten können auf acht ver- 
schiedene Weise sechs herausgenommen werden, die in einer 
Ebene liegen, und zwar 

a) die sechs äufsern Ahnlichkeitspunkte, 

b) drei äufsere und drei innere, nämlich 

T T T A A A 

1 t2> 1 13' *14> ^28» ^24> ^34 

*21> ^23> ^24> ^13» ^14' ^34 

*31> *32> *S4> ^12? ^14> ^24 

■^■41' •*-42> ^43> "*M2> ^13> ^23* 
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c) zwei äufsere und vier innere: 

A A T T T T 

^12> /x 34> x 13> x 14> x 23> x 24 

A A T T T T 

"18» • rk 24' x l»> x 14* X S2> x 34 

A A T T T T 

"14» rx 23> x 12> x 13> x 42> x 48* 

5. Die Gleichung einer beliebigen Kugel in rechtwinkligen 
Punktkoordinaten ist 

(8) ( Xl - ax 4 )' + (x 2 - bxj* + ( Xg _ CX4 )2 _ T 2 xl 
wo x 4 = die unendlichferne Ebene darstellt. Der Schnitt mit 
der unendlichfernen Ebene wird also durch die Gleichungen ge- 
geben : 

(9) x 4 =0, xj+x»+xi-0, 
oder auch, wenn wir lieber wollen, durch den Schnitt der un- 
endlichfernen Ebene mit der Fläche x 2 -f-y 2 + z 2=asB! 0. Diese 
Linie ist von dem Mittelpunkte und dem Radius ganz unabhängig, 
also für alle Kugeln dieselbe. Wir dürfen daher sagen : 

Alle Kugeln haben mit der unendlichfernen Ebene 
denselben Kreis, den unendlichfernen imaginärenKugel- 
kreis gemeinschaftlich. 

6. Wir schreiben statt 

( Xi _ ax j2 + ( Xf _ bx j2 + ( Xg _ C x 4 )2 _ T 2 X * 

kurz K und statt 

( Xl - a'xj* + (x 2 - b'xj* + (x 3 - c'xj* - r'*x! 
kurz K'. Dann stellt die Gleichung K + *& = denjenigen 
Flächenbüschel dar, der durch die Kugeln K = und K" = 
bestimmt wird. Aus der Form der neuen Gleichung ersehen wir 
den Satz: 

Wenn ein Flächenbüschel zweiter Ordnung zwei 
Kugeln enthält, so sind alle seine Flächen Kugeln. 

Dem Büschel gehören ein Ebenenpaar und zwei Kegel an. 
Das Ebenenpaar K — K' = enthält stets die unendlichferne Ebene. 
Um die Bedeutung der zweiten Ebene zu erkennen, beachten wir, 
dafs der Ausdruck K für einen eigentlichen Punkt das Quadrat 
der Tangente darstellt, die von dem Punkte an die Kugel gelegt 
werden kann. Für einen Innenpunkt nimmt K einen negativen 
Wert an; es ist dann — K gleich dem Quadrate aus der Hälfte 
der kleinsten Sehne, welche durch den Punkt gelegt werden kann. 
Allgemein gilt folgendes: Wenn durch den Punkt P eine Sekante 
gezogen wird, welche die Kugel in den Punkten A und B trifft, 









so ist stets K = PA . ?3. to das Produkt der rechtem 
«Der: I^iecpur.ki *r e^en irr ectzeaerzesetzter: Ricrrr-g von PA 
ur;d P3 eiuen ~eg2r:Tt^. Wert hzt. Dies Produkt rgrr.en wir 
die Potenz des Punktes in Bezug auf die KugeL Die Gleichung 
des Ebenenpaares liefen uns cnrritelbar den Sarz: 

Alle Punkte, für welche zwei Kugeln gleiche Po- 
tenzen haben, liegen in einer Ebene, der Potenzebene 
der Kegeln- Diese Ebene schneidet die Kugeln in dem- 
selben Kreise. 

7. Wir betrachten vier Kugeln K! = 0, K ± = 0, Kj = 0, 
K 4 ~0. In den sechs Gleichungen K« — K* = Ü trennen wir 
den Faktor x* « ab und betrachten nur die durch den andern 
Faktor dargestellte Ebene Ar,?, die Potenzebene der Kegeln Kc 
und Kß. Dann erkennen wir unmittelbar, dais die drei Ebenen 
//i», /7;j, Z7,j durch die Gerade K : =sK,=K s hindurchgehen, 
und dafs sich die sechs Potenzebenen JI.,, Hu, Z7 14 , fl, 3 , U* 4 , 
n $ t in dem Punkte Ki = K* = K* = K4 schneiden. 

8. Zu dem Kugelkreis gelangt man auch, wenn man die 
Kugel als Flache zweiter Klasse betrachtet. In Ebenenkoordinaten 
nimmt nämlich die Gleichung der Kugel die Form an: 

'au, + bu 2 + cu 3 + u 4 1* — r* 1 uf + uf + u| 1 = ü. 

Diese Gleichung erhält man entweder, indem man auf die 
Gleichung f*) die Vorschrift von $ 20, * iS. 158) anwendet, oder 
indem man die Gleichung (1) beiderseits quadriert und auf der 
rechten Seite den Faktor eins durch uf+u|+u| ersetzt. 

Zwei konzentrische Kugeln bestimmen eine Flächenschar, 
deren Gleichung in der Form geschrieben werden kann: 

Tau, + bu 2 + cu 3 + uj* + / <u* + uf + uf) = 0. 

Alle Flächen der Schar sind wieder Kugeln ; zu ihnen gehört 
der gemeinschaftliche Mittelpunkt als Doppelpunkt und die Fläche 

(10; u?+ui+u!=0 

als eine Grenzfläche. Die letztere ist von der Wahl des Mittel- 
punktes unabhängig. In Punktkoordinaten wird dieser Kegelschnitt 
durch die beiden Ebenen 

x 4 = 0, xf +xi+x§=0 

dargestellt; er ist also der imaginäre Kugelkreis. 
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9. Damit die beiden Ebenen (u) und (u") konjugierte Polar- 
ebenen in Bezug auf den imaginären Kugelkreis (10) sind, mufs 
die Gleichung bestehen: 

(11) u 1 'u,* + u f 'n 1 * + n,'u,*-0. 

Nun stellen u x ' 9 u 2 ', u 3 ' die Richtungscosinus der Normalen 
dar, welche vom Anfangspunkte des Koordinatensystems auf die 
Ebene (u) gefällt werden kann; dieselbe Bedeutung haben die 
Koordinaten u/', u 2 ", u 3 " für die Ebene (u"). Sind aber X 9 p, v 
und X' 9 [i , v die Richtungscosinus zweier Geraden, die den 
Winkel v mit einander bilden, so ist bekanntlich: 

XX + fifi' -f- vp = cos v. 

Die Gleichung (11) sagt also aus, dafs die beiden Geraden, 
deren Richtungscosinus (u/, u 2 ', u 3 ') und (u 1 // , u 2 ", u 3 ") sind, 
auf einander senkrecht stehen. Nun bilden zwei Ebenen den- 
selben Winkel, wie irgend zwei ihrer Senkrechten; somit dürfen 
wir sagen: 

Wenn zwei Ebenen konjugierte Polar ebenen in Bezug 
auf den imaginären Kugelkreis sind, so stehen sie auf 
einander senkrecht. 

10. Wenn (u') und (u") zwei beliebige eigentliche Ebenen 
sind, so dürfen wir 

(12) u t ' u/' + u 2 'u 2 " + u 3 ' u 3 " = cos v 

setzen, und es giebt v den Winkel an, den die beiden Ebenen 

mit einander bilden. Die beiden Ebenen (u' + ^lU") und 

(u +cü 2 u ,/ ), welche durch den Schnitt der Ebenen (u) und (u") 

gehen, sind Tangentialebenen an den imaginären Kugelkreis, wenn 

g? 1 und co 2 die Wurzeln der Gleichung sind: 

(13) o>* + 2oi (V u/ + u 2 ' u 2 " + u 3 'u 3 ") + 1=0. 

Da wir infolge der Gleichung (12) diese Gleichung auch in 

der Form schreiben können: 

m 2 + 2o> cos v + 1 = 0, 

so dürfen wir setzen: 

<x> x = — cos v — i sin v, o? 2 = — cos v + i sin v; 

. , co. cosv + isinv , ... No 2vi 

es ist also — *■ = .— . — = (cos v + i sin v) 2 = e , oder 



a> 2 cos v — lsinv 



(13) v = 



<X>2 



2i 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. ]7 
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Der Winkel v der beiden Ebenen (u) und (u") ist also bis 
auf den konstanten Divisor 2i gleich dem natürlichen Logarithmus 
des Quotienten aus den beiden Wurzeln a>i und co* der Glei- 
chung (13), und dieser Quotient ist gleich dem Doppel Verhältnisse, 
welches die beiden gegebenen Ebenen mit den beiden durch ihre 
Schnittlinie an den imaginären Kugelkreis gezogenen Tangential- 
ebenen bilden. 

Der Winkel zweier Ebenen kann angesehen werden als der 
durch eine gewisse Konstante dividierte Logarithmus des Doppel- 
verhältnisses, in welchem die gegebenen Ebenen zu den beiden 
Tangentialebenen stehen, welche durch die Schnittlinie der beiden 
ersten an den imaginären Kugelkreis gelegt werden können. 

11. Zwei unendlichferne Punkte (x t ', x 2 ', x 3 ', 0) und (xj", 
x 2 ", x 3 ", 0) sind konjugierte Pole in Bezug auf den imaginären 
Kugelkreis, wenn die Gleichung befriedigt wird: 

(14) x/ x/' + x 2 ' x 2 " + x 3 ' x 3 " = 0. 

Nun kann man die Punkte einer Geraden, die vom Punkte 
(a, b, c, 1) ausgeht und die Richtungscosinus X, (i t v hat, durch 
die Gleichungen darstellen: 

x x = a + Xr y x 2 = b + (ix, x 3 = c + vr, 

wo r den Abstand des Punktes (x x , x 2 , x 3 , 1) vom Punkte 
(a, b, c, 1) angiebt. Für den unendlichfernen (x t ' 9 x 2 ', x 3 ', 0) 
dieser Geraden verhält sich 

' ' ' — 

Sind X, (i\ v die Richtungscosinus einer zweiten Geraden 
und ist (x 1 // , x 2 r/ , x 3 ", 0) ihr unendlichferner Punkt, so gilt auch 
die Beziehung: 

////// «w / / 1 

x x : x 2 : x 3 ==/://: v . \ 

Aus der Gleichung (14) folgt, dafs auch XX + (i(i + vv = ( > 
ist, und daraus geht hervor, dafs die beiden gegebenen Geraden, 1 
deren unendlichferne Punkte konjugierte Pole in Bezug auf den 
imaginären Kugelkreis sind, einen rechten Winkel mit einander^ 
bilden. 

Zwei gerade Linien sind unter einem rechten Winkel '* 
zu einander geneigt, wenn ihre unendlichfernen Punkte 
konjugierte Pole für den imaginären Kugelkreis sind. 
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Übungen : 

1) Die Gleichungen der acht Kugeln, welche vier gegebene 
Ebenen (a), (b), (c), (d) berühren, lassen sich in folgender Form 
zusammenfassen : 



u l 


U 2 


u s 


U 4 


1 


a l 


a 2 


a 8 


3 4 


± 1 


w 


b 2 


K 


K 


± 1 


c l 


c 2 


C 8 


«4 


± 1 


d, 


d 2 


d 8 


d* 


± 1 



= 0. 



Man untersuche das System dieser Kugeln. 

2) a) Wenn für eine Fläche zweiter Ordnung jeder Durch- 
messer auf der konjugierten Durchmesserebene senkrecht steht, 
so ist sie eine Kugel. 

b) Wenn es für eine Fläche zweiter Ordnung zwei voll- 
ständig getrennte Tripel konjugierter Durchmesser giebt, die auf 
einander senkrecht stehen, so ist sie eine Kugel. 

(Es wird angenommen, dafs a, b, c und a', b', c zwei der- 
artige Tripel sind und dafs keiner der Durchmesser a, b, c mit 
einem der drei Durchmesser a', b', c' identisch ist. Man zeige, 
dafs unter dieser Annahme der Schnitt mit der unendlichfernen 
Ebene der imaginäre Kreis ist.) 

3) Um eine andere Einführung des unendlichfernen Kreises 
zu begründen, erinnern wir an folgendes. Verstehen wir unter 
Xi . . . x 4 die senkrechten Abstände von den Ebenen des Koordi- 
naten-Tetraeders und unter hi . . . h 4 die Höhen desselben, so 
gilt für jeden eigentlichen Punkt die Beziehung 

Durch die Rechnung werden wir aber auch auf Punkte ge- 

x x 

führt, für welche j— 1 -f . . . 4- ^ = ist; diese müssen wir als 

1 4 

uneigentliche Punkte bezeichnen. 

Ebenso besteht zwischen den Koordinaten u x . . . u 4 einer 
Ebene, falls man darunter die senkrechten Abstände von den 
Eckpunkten des Tetraeders versteht, nach § 4, 3 (S. 23) die Be- 
ziehung : 

ü! 4_ + Hl _ 2 « üi^l _ -2a ^^ = 1 
hf+'-' + hi 12 h x h 2 ■" 34 h 3 h 4 ' 

17* 
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wo die Koefficienten a tx die Cosinus der Winkel zwischen je 
zwei Ebenen darstellen. Für uneigentliche Ebenen kann die linke 
Seite dieser Gleichung verschwinden; sie stellt alsdann eine Fläche 
zweiter Klasse dar. Die Determinante dieser Gleichung wird null, 
während die drei Unterdeterminanten positiv sind, welche man 
erhält, indem man erst überall die Marke 4, dann die Marken 3, 
4 und endlich die Marken 2, 3, 4 wegläfst. Somit stellt das 
Verschwinden jener Form nach Üb. 9) 1) zu § 18 (S. 140) einen 
imaginären eigentlichen Kegelschnitt dar. Die Gleichung dieses 
Kegelschnittes kann auf die Form gebracht werden: 

vf +v|+v»— 0; 
seine singulare Ebene ist die unendlichferne Ebene. 

4) Indem man in der Übung 12) zu § 24 annimmt, dafs die 
eine Fläche eine Kugel sei, erhält man beachtenswerte Resultate. 

a) Wenn beide Flächen Kugeln sind und der Koefficient von 
<ü 2 in der genannten Gleichung verschwindet, gelangt man zu 
dem Satze: 

Wenn von zwei Kugeln die eine die sämtlichen Kanten eines 
Polartetraeders der andern Kugel berührt, so ist die Summe der 
Quadrate ihrer Radien gleich zwei Drittel des Quadrates ihrer 
Centraldistanz. 

b) Wenn umgekehrt die Radien zweier Kugeln in der unter 
a) angegebenen Beziehung zum Abstände der Mittelpunkte stehen, 
so sollen für jede der beiden Kugeln diejenigen Polartetraeder 
gefunden werden, deren Kanten von der andern berührt werden. 

c) In rechtwinkligen Koordinaten setze man die Gleichung 
der einen Fläche in der Form voraus: 

« ^ ß r 

dann folgt der Satz: 

Der Mittelpunkt einer Fläche zweiter Ordnung hat für jede 
Kugel, welche einem ihrer Polartetraeder umgeschrieben ist, die 
Potenz a + ß + /. Sobald er auf einer einzigen solchen Kugel 
liegt, gehen alle einem Polartetraeder umgeschriebenen Kugeln 
durch ihn hindurch. Liegt der Mittelpunkt der Fläche aufserhalb 
einer einzigen derartigen Kugel, so haben die von ihm an die 
sämtlichen einem Polartetraeder umgeschriebenen Kugeln gezogenen 
Tangenten dieselbe Länge. 
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5) a) Um zu einer gegebenen Fläche die Parallelfläche zu 
finden, errichtet man in jedem Punkte der Fläche die Normale 
(d. h. die Senkrechte auf der Tangentialebene) und schneidet auf 
jeder vom Berührungspunkte aus in derselben Richtung eine gleiche 
Strecke ab. Die Parallelfläche bildet hiernach den Ort der Mittel- 
punkte aller Kugeln von konstantem Radius, welche die gegebene 
Fläche berühren. Entsprechende Tangentialebenen der gegebenen 
Fläche und ihrer Parallelfläche haben stets denselben Abstand. 
Nun haben parallele Ebenen die Koordinaten n ly u 2 , u 3 , die 
Richtungscosinus ihrer Senkrechten, gemein, während die Gröfsen 
u 4 sich um eine konstante Gröfse, den Abstand der Ebenen, 
unterscheiden. Demnach hat man, um die Parallelfläche zu einer 
Fläche, welche unter Anwendung von Hesseschen Ebenenkoordi- 
naten Uj, u 2 , u 3 , u 4 durch die Gleichung F (u x , u 2 , u 8 , u 4 ) = 
gegeben ist, durch dieselben Koordinaten darzustellen, in der 
gegebenen Gleichung u 4 durch u 4 + s zu ersetzen. Hiernach 
erscheint die Gleichung der Parallelfläche in der Form: 

F (u 1? u 2 , u 3 , u 4 + e) = 0. 

Für manche Untersuchungen kann es angebracht sein, diese 
Form zu Grunde zu legen; im allgemeinen wird man aber auch 
diese Gleichung homogen machen, indem man die Gleichung in 
der Form schreibt: 

F ( Ul , u 2 , u 3 , u 4 + s Vu\ +u!+^) = 0. 

b) Wenn eine Fläche von der mten Klasse ist, so ist ihre 
Parallelfläche im allgemeinen von der Klasse 2 m. 

c) Die beiden Flächen, welche man dadurch erhält, dafs man 
dieselbe Strecke auf der Normale nach verschiedenen Seiten ab- 
trägt, sind im allgemeinen analytisch nur Teile derselben Fläche. 

d) Alle Parallelflächen zu derselben Fläche haben die vom 
unendlichfernen Kreise ausgehenden Tangentialebenen gemein- 
schaftlich. 

(Setzt man uf+ u 2"4~ u i=^> so wird die Gleichung einer 
jeden Parallelfläche gleich dem Quadrat der gegebenen.) 

e) Die Parallelfläche zum Ellipsoid 

a 2 u 2 _|_ b2 U 2 _|_ C 2 U 2 ^ U J 

hat die Gleichung: 

{(a 2 — 6 2 ) uf + (b 2 — 6 2 ) u| + (c 2 — e 2 ) u 2 — u 2 } 2 

= 4e 2 u 2 (u 2 +u 2 +u 2 ). 



1 
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f) Die Gleichung der Parallelfläche zum elliptischen Para- 

boloid 

a 2 u 2 + b 2 u| = 2cu 3 u 4 

ist: 

(a 2 u 2 + b 2 u| — 2cu 3 u 4 ) 2 = 4c 2 * 2 u§ (uf + u| + u§). 

g) Bei den vorangehenden Entwicklungen haben wir nur die 
Tangentialebenen und nicht die Punkte der Fläche benutzt; daher 
gelten sie auch, wenn die Fläche durch eine Kurve ersetzt wird. 
Wir erhalten in diesem Falle die sämtlichen Tangentialebenen 
der gesuchten Fläche, indem wir zu sämtlichen Ebenen, welche 
durch eine Tangente der Kurve hindurchgehen, in dem vorge- 
schriebenen Abstände die parallele Ebene konstruieren. Die neue 
Fläche geht hierbei in eine Kanalfläche über. Um diese zu er- 
zeugen, läfst man den Mittelpunkt einer Kugel mit gegebenem 
Radius sich auf der gegebenen Kurve bewegen; diejenige Fläche, 
von der alle diese Kugeln berührt werden, ist die gesuchte. Für 
den Fall, dafs der Mittelpunkt sich auf einer Ellipse bewegt, hat 
man in e) nur c — zu setzen. 

§ 29. 

Das Hauptaxenproblem für die Flächen zweiter Ordnung« 

1. In § 19 haben wir bereits die sämtlichen Arten von 
Flächen zweiter Ordnung charakterisiert und für jede einzelne 
Art in Cartesischen Koordinaten eine ihr eigentümliche Gleichungs- 
form angegeben. Diese Form blieb aber bei gewissen Änderungen 
des Koordinatensystems ungeändert. So war beim Ellipsoid der 
Anfangspunkt bestimmt; die Axen unterlagen aber keiner andern 
Beschränkung, als dafs sie ein Tripel konjugierter Durchmesser 
bilden mufsten. Bei einem Paraboloid konnte man den Anfangs- 
punkt noch beliebig auf der Fläche wählen; dann war eine Axe 
vollständig bestimmt, eine zweite konnte aber noch willkürlich 
in einem Strahlenbüschel angenommen werden. Wir konnten 
aber auf dem dort angegebenen Wege nicht unmittelbar ersehen, 
ob sich unter den hiernach gestatteten Koordinatensystemen ein 
rechtwinkliges befindet. Bei der hohen Bedeutung, welche die 
rechtwinkligen Koordinaten für die Metrik besitzen, gewährt es 
hohes Interesse, zu wissen, ob die charakteristische Form auch 
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für ein rechtwinkliges System erhalten werden kann. Aus diesem 
Grunde wenden wir uns demselben Probleme nochmals zu. 

Wir nehmen an, es sei eine beliebige Gleichung zweiten 
Grades in rechtwinkligen Koordinaten x, y, z 

(1) Ax* + By* + Cz* + 2Dyz -f 2Ezx + 2Fxy 
+ 2Gx + 2Hy + 21z + K — 
vorgelegt und man solle ein neues rechtwinkliges Koordinaten- 
system X, Y, Z so bestimmen, dafs in den neuen Koordinaten 
die Gleichung eine der oben (§ 19) angegebenen charakteristischen 
Formen erhält. 

2. Der Übergang von der allgemeinen Form (1) auf die 
specielle Form erfordert mehrere Schritte. Diese kann man selbst- 
verständlich in verschiedener Anordnung auf einander folgen lassen. 
Aber nur diejenige Anordnung darf als naturgemäfs angesehen 
werden, welche eine gleichmäfsige Behandlung aller Flächen ge- 
stattet. Die in § 19 mitgeteilten Formen stimmen aber bei ihrer 
sonstigen Verschiedenheit darin überein, dafs die Produkte xy, 
xz, yz nicht vorkommen. Daher werden wir als ersten Schritt 
zur Lösung des Problems die Aufgabe hinstellen, unter Beibehaltung 
des Anfangspunktes drei auf einander senkrecht stehende Axen 
so zu wählen, dafs für das neue System jene Produkte den Koeffi- 
cienten null erhalten. Die beiden rechtwinkligen Systeme (x, y, z) 
und (g, rj, £) sollen also denselben Anfangspunkt haben; dagegen 
soll bei dem Übergange von dem ersten zum zweiten System 
die Gleichung (1) die Form annehmen: 

(2) AS* + Br;* + rp + 2K£ + 2Ari + 2M£ + N=>0. 

Nachdem diese Aufgabe gelöst ist, geht man zu einem neuen 
Koordinatensystem X, Y, Z über, welches zu dem der g, r\, £ 
parallel ist. Man setzt also: 

(3) g-X + a, 9 -Y + b, S-Z + c. 

Dadurch bleibt die Form (2) in ihrem quadratischen Teile 
ungeändert; nur die Koefficienten K 9 A, M y N nehmen andere 
Werte an. Die Form (2) geht in die neue Form über: 
(4) AX* + BY* + TZ* + 2KX + 2AY + 2MZ + N' — 0. 

Der Anfangspunkt des Koordinatensystems (X, Y, Z), oder 
mit andern Worten die Konstanten a, b, c in den Gleichungen 
(3) sind so zu wählen, dafs die vier Koefficienten ZT, Ä> M' , N' 
möglichst einfache Werte erhalten. Diese zweite Aufgabe bietet 
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keine Schwierigkeit, nachdem die erste gelöst ist; es handelt sich 
also im wesentlichen nur um die Lösung der ersteren. 

Diejenigen rechtwinkligen Koordinaten, bei deren Anwendung 
die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung in der einfachsten 
Form erscheint, nennen wir die Hauptaxen der Fläche. Als 
wesentlichsten Bestandteil des Problems, die Hauptaxen einer 
solchen Fläche zu suchen, dürfen wir daher die Aufgabe hin- 
stellen : 

A) Nachdem die Gleichung einer Fläche zweiter 
Ordnung in rechtwinkligen Koordinaten x, y, z gegeben 
ist, soll unter Beibehaltung des Anfangspunktes ein 
neues rechtwinkliges Koordinatensystem so bestimmt 
werden, dafs die Gleichung der Fläche bei Benutzung 
des neuen Systems die Glieder mit xy, xz und yz nicht 
mehr enthält. 

3. Wir wollen das Problem noch in einigen andern Formen 
aufstellen. Die Werte, welche A, B, r in der Gleichung (2) 
annehmen, hangen von den Koefficienten G, H, I, K in der 
Gleichung (1) nicht ab. Ebenso bleiben die quadratischen Glieder 
in der Gleichung eines Kreises ungeändert, wenn man irgend ein 
anderes rechtwinkliges Koordinatensystem benutzt. Demnach 
dürfen wir in der Gleichung der Fläche (1) und in der einer 
beliebigen Kugel nur die quadratischen Glieder in Betracht ziehen 
und diese durch homogene lineare Ausdrücke umgestalten. Wir 
können somit das Problem A) durch das folgende ersetzen: 

B) Die beiden quadratischen Formen 

* = Ax 2 + By 2 + Cz 2 + 2Dyz + 2Exz + 2Fzy 

y=x 2 + y 2 -f z 2 
durch homogene lineare Gleichungen so umzugestalten, 
dafs die zweite Form ungeändert bleibt und die erste 
nur die Quadrate der Veränderlichen enthält. 

4. Die Gleichung (1) dürfen wir, um sie homogen zu machen, 
auch in der Form schreiben: 

Ax? + Bx? 2 + Cx§ + 2Dx 2 x 3 + 2Ex lX<1 + 2F Xl x 2 

+ 2G Xl x 4 + 2Hx 2 x 4 + 2Ix 8 x 4 + Kxf = 0. 
Hieraus ersehen wir, dafs die unendlichferne Kurve der Fläche 
die Gleichung hat: 

Ax 2 + By 2 + Cz« + 2Dyz + 2Exz + 2Fxy = 0. 
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Ebenso wird eine beliebige Kugel von der unendlichfernen 
Ebene in der Kurve geschnitten: 

x 2 + y* + z 2 — 0. 
Nach B) kommt es darauf hinaus, diese beiden Kurven durch 
dieselben drei Quadrate darzustellen. Wir wissen aber, dais eine 
Kurve zweiter Ordnung durch blofse Quadrate dargestellt wird, 
wenn ein Polardreieck der Koordinatenbestimmung zu Grunde 
gelegt wird. Die Axen desjenigen Koordinatensystems, welches 
unserer Forderung genügt, müssen also die unendlichferne Ebene 
in den drei Eckpunkten eines den beiden Kurven gemeinsamen 
Polardreiecks schneiden. Hiernach darf das aufgestellte Problem 
durch das folgende ersetzt werden : 

C) Man soll für die unendlichferne Kurve der ge- 
gebenen Fläche und den imaginären Kugelkreis ein ge- 
meinsames Polardreieck bestimmen. 

5. Wenn die gegebene Fläche Mittelpunktsfläche ist und ihre 
Gleichung die Produkte xy, xz, yz nicht enthält, so sind die Axen 
des Koordinatensystems einem Tripel konjugierter Durchmesser 
parallel. Für eine Kugel bilden irgend drei auf einander senk- 
recht stehende Durchmesser ein Tripel konjugierter Durchmesser. 
Demnach kommt das aufgestellte Problem für Mittelpunktsflächen 
auf das folgende hinaus: 

D) Man suche drei konjugierte Durchmesser der gegebenen 
Fläche, welche je zu drei konjugierten Durchmessern einer Kugel 
parallel sind. 

Da dies Problem nicht allgemein genug ist, werden wir im 
folgenden auf dasselbe nicht näher eingehen. 

6. Wenn in der Gleichung der Fläche eine Variabele nur im 
Quadrate vorkommt, aber in der ersten Potenz weder für sich 
allein noch im Produkte mit andern Variabein auftritt, so liegt 
die Fläche gegen die entsprechende Ebene symmetrisch. So sei 
in der Gleichung (1) E = F = G = 0; dann erhalten wir für 
beliebige Werte von y und z zwei entgegengesetzt gleiche Werte 
für x; jede auf der Ebene x = errichtete Senkrechte schneidet 
daher die Fläche in zwei Punkten, welche von dieser Ebene 
gleich weit abstehen. Hiernach liegt es nahe, das Problem auf- 
zustellen : 
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E) Man suche eine Ebene, gegen welche die gegebene 
Fläche symmetrisch liegt. 

Im allgemeinen giebt es, wie wir sehen werden, drei Ebenen, 
welche der aufgestellten Forderung genügen und auf einander 
senkrecht stehen. Dann bedarf es keiner weiteren Operation, um 
die Normalform zu erhalten. Aus diesem Grunde werden wir 
im folgenden auch auf dieses Problem eingehen, obwohl es nicht 
direkt auf alle Flächen anwendbar ist. 

Erste Lösung des Problems C): 

7. Wir halten es aus mehreren Gründen für angebracht, die 
Lösung des Problems C) denen der beiden ersten Probleme voran- 
zuschicken. Wir nehmen also an, in der unendlichfernen Ebene 
seien die beiden Kurven gegeben: 

(4) a n x i T a 22 X 2 T a 83 X 3 T ^12 X 1 X 2 

+ 2a 13 x 1 x 3 -|- 2a 23 x 2 x 3 =0, 
(5) xJ+xJ+xJ-O. 
Ein Punkt (X i9 >l 2 , ^ 3 ) dieser Ebene hat in Bezug auf die 
erste Kurve die Polare: 
xi (a n Ai +ai 2 ^2 + a 13 A 3 ) + x 2 (a 2l Ax + a 22 * 2 + a 23 * 3 ) 

+ x 8 (a :u * 1 + a 32 A 2 +a 33 a 8 )=*0, 
während seine Polare in Bezug auf die zweite Kurve die Glei- 
chung hat: 

AjXj -j- ^. 2 x 2 -|- ^3X3 = 0. 

Damit diese beiden Gleichungen dieselbe gerade Linie dar- 
stellen, dürfen sie sich nur durch einen gewissen Faktor co unter- 
scheiden; es müssen daher die Gleichungen bestehen: 

a 21^1 l~ a 22^2 1 a 23^3 === C0 ^2 
a 31^1 I a 82^2 I a 33^8 === ^^3 



oder 



( a H — 0>) *1 + a i2*2 + a i3^3 = 
(6) a 21*l + ( a 22 — <*>) X 2 + a 23^3 = 
a 31^1 + a 32^2 + ( a 33 — <°) *3 = °- 

Demnach ist co eine Wurzel der Gleichung. 



(7) 



a i 1 m a i2 a i3 
a 2 1 a 2 2 *° a 2 3 
a 81 a 32 a 88 *° 



= 0. 
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Umgekehrt gehört zu jeder Wurzel dieser Gleichung ein 
System von Gröfsen l l9 X 2y Jl 3 . Unsere Aufgabe mufs daher sein, 
die Gleichung (7) näher zu untersuchen. 

8. Zunächst weisen wir nach, dafs die Gleichung (7) nur 
reelle Wurzeln hat; wir wollen dabei eine Methode anwenden, 
welche Weierstrafs für ein allgemeineres Problem angegeben hat. 
Nachdem eine Wurzel der Gleichung (7) gefunden ist, können 
wir leicht ein System von Gröfsen A l9 A 2 , h bestimmen, welches 
den Gleichungen (6) genügt. Wenn eine Wurzel komplex ist: 
od = k -f- li, so lassen wir es zweifelhaft, ob die zugehörigen 
Werte von X i9 A 2 , >U reell oder imaginär sind; wir setzen demnach 

*i = §i + 9l*> A 2 = £ 2 + 9» 1 * X 3 = §s + 9s 1 » 
und machen nur die Voraussetzung, dafs die Gröfsen g l5 g 2 > §s> 

9i> 9*> 9s reell sind und dafs mindestens eine unter ihnen von 

null verschieden ist. 

Hiernach nimmt die erste Gleichung (6) die Gestalt an: 

a i i (Mi + r Ii l ) + a i 2 (St + 9i0 + a i 3 (§3 + 98*) 

-(k + UJtt.+^i). 

Die beiden andern Gleichungen (6) werden eine ähnliche 

Form erhalten. In diesen Gleichungen müssen die reellen und 

die imaginären Bestandteile auf beiden Seiten je einander gleich 

sein. Daher müssen die Gleichungen befriedigt werden: 

a i i£i 4" a i 2S2 H~ a i s§8 = *£i *9i 

a 2 1&l l a 2 2§2 l" a 23»3 = k§ 2 ITj 2 
a 3 lSi 4" a 32§2 4~ a 88&8 = ^§3 "7 8 

a i i9i + *i 2 ^ 2 + aj 3^3 = k Vl + lgj 

a 2l9l + a 2 292 + a 2393 = k? ?2 + ^2 
a 3l9l + a 3292 + a 3393 = k ^3 + ^8' 

Indem wir die drei ersten Gleichungen der Reihe nach mit 
9i> 92 9 fji multiplizieren, erhalten wir durch Addition die Be- 
ziehung : 

-Säumig* = k(§,^ +£*rji +gs9«) — ' (9i +9l + 9*)- 
In ähnlicher Weise leiten wir aus den drei letzten Gleichungen 
die Relation her: 

Ä*§<9* = k (&9i + §29. + fiw) + 1 (g? + g| + £§)• 
Nun ist J?a»c g £ r/ x — -2 a** 171 §x ; daher folgt durch Subtraktion 

der beiden letzten Gleichungen: 

1 (g? + §! + §§ + 9? + 9l + 9§) - o. 
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Da die sechs Gröfsen &, g s , g 3 , r\\> rj 29 rjs nicht sämtlich 
gleich null $ein können, mufs 1 = sein, oder jede Wurzel der 
Gleichung (7) ist reell. 

9. Wir suchen jetzt die Werte von l i9 a 2 , a 3 , welche zu 
einer Wurzel a> gehören. Zu dem Ende bezeichnen wir den 
Koefficienten von an — a> in der linken Seite von (7), die wir 
gleich A setzen wollen, durch A { x ; nennen ebenso A l * den Koeffi- 
cienten von ai2 in dieser Determinante, und J 13 den von a 18 
u. s. w. 

Wenn die Unterdeterminanten nicht sämtlich verschwinden, 
so müssen die Gleichungen bestehen: 

/-! : a-2 r A3 = An : A\ 2 : A\$ 

1\ ! X2 • A3 = A+\ : A22 ' A*$ 

a>i : aj : aj = A$\ : A$ 2 : ^33. 
Diese Gleichungen ersetzen wir durch die folgende: 

A 2 * A A '11 = A ' A * A 

1 ' 1 A 2 * A l 8 11 * ^12 * ^13 

AA*A 2, AA=/J *J -J 

A 2 A 1 * A 2 * A 2 8 ^"21 ' 22 * ^23 

11 -aa - 1* = A - A - A 

A g A x . AgAg . A g ^31 • ^32 * ^88* 

Nachdem wir etwa gesetzt haben: 1\ = (*A il9 folgt zunächst: 
l l l 2 = fiA i29 l x l 3 =* (iA l3 . Nun ist allgemein a t # = axt; es 
mufs also auch Aix = A X i sein für alle Marken i, x. Demnach 
ergiebt sich aus den Proportionen der zweiten und der dritten 
Reihe, dafs auch ist: l 2 2 =ftA 229 1 2 1 3 =(*A 239 a§=^ ss . 

Diese Gleichungen 

(8) ll=fiA 119 ll=(iA 22 , Xl=fiA 339 

l 2 l B =/iA 23 , l 3 l l =(/A, 19 l 1 l 2 =fiA 12 
stellen die Koordinaten des unendlichfernen Punktes (1 19 1 29 a 3 , 0) 
in symmetrischer Weise vermittelst der Unterdeterminanten der 
Determinante (7) dar. 

10. Jetzt seien a> 1 und a> 2 zwei verschiedene Wurzeln der 
Gleichung (7); zu co 1 möge nach den Gleichungen (8) das Wert- 
system Aj, a 2 , a s und zu co 2 das Wertsystem (i 19 fi 29 p 3 ge- 
hören. Es mögen somit die Gleichungen bestehen: 

a i 1 A 1 ~T a i 2 A 2 "T" a i8 A 8 =sasG> i^i 
a 21 A l "T~ a 22 2 l a 23 A 8 === ^12 
a 31 A l "T a 32 A 2 "T a 33 A 8 = €Ö 1 A 8 

und 
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a n^i + a i2^2 + a i3^3 — »1P1 

a 2 1^1 • a 2 2^2 I a 2 3» W 3 =B < °2^2 
a 31^l + a 32^3 + a 3 3^3 =SSSSÖ> 2/ / 3- 

Wie in 8. multiplizieren wir die drei ersten Gleichungen 
mit (i 19 (i 29 fi s und die drei letzten mit X l9 X 2y X z und leiten 
daraus die Relation her: 

2ai X (i t X x =a> 1 (X 1 ii 1 + X 2 (i 2 +X B (i 3 ) 
HzixXin* ==o> 2 (X 1 f/ l + X 2 (i 2 +X s fi s ). 

Da in diesen Gleichungen die linken Seiten einander gleich 
sind, die rechten Seiten sich aber um den ungleichen Faktor a> 1 , 
co 2 unterscheiden, so mufs sein: 

(9) X 1 (i 1 + X 2 fi 2 + X 9 (i 3 = 
und ferner: 

(10) 2z lx X ti i x = 0. 

Die Punkte (X 19 X 2 > X s ) und (p 19 (i 2 > fi 3 ) sind also konju- 
gierte Pole in Bezug auf die beiden unendlichfernen Kegelschnitte. 
Wenn also die Gleichung (7) drei verschiedene Wurzeln hat, so 
sind die drei Punkte, welche je dieselbe Polare für die beiden 
Kegelschnitte haben, die Eckpunkte eines gemeinsamen Polar- 
dreiecks. 

11. Aus der Gleichung (9) können wir mit Cauchy einen 
zweiten Beweis dafür herleiten, dafs die Gleichung (7) keine ima- 
ginäre Wurzel besitzt. Es sei nämlich a> — k -f* li eine Wurzel 
der Gleichung (7), und es seien X x ^g^ -h^i, X 2 =g 2 + *?2*> 
X s =g 3 + ry 3 i drei Gröfsen, welche im Verein mit <» = k + li 
die Gleichungen (6) befriedigen. Nun mufs die Gleichung (7) 
aufser k + li noch eine Wurzel k — li haben, und die Gleichungen 

(6) werden befriedigt, wenn man überall +i durch — i ersetzt. 
Zu der Wurzel k — li gehören also die Werte : 

Pi = Si - *li l > 1*2 = S 2 — It'h i"s — is — Vs' 1 ' 
Nun ist ^i/*i= §?+*?? u. s. w.; die Gleichung (9) geht 
also über in die folgende: 

Si+'/i+S8+?8+gl+9*-"0, 

und diese kann nicht befriedigt werden, weil die sechs reellen 
Gröfsen gi . . . rjs nicht sämtlich gleich null sein können. 

12. Wir gehen jetzt zu dem Falle über, dafs die Gleichung 

(7) gleiche Wurzeln hat. 
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Die Algebra lehrt, dafs für eine Doppelwurzel der Gleichung 
A (co) = auch die Ableitung verschwindet, dafs also mit J(co)=0 

auch — j^-— = sein mufs. In unserm Falle mufs also eine 
de? 

Doppelwurzel auch der Gleichung genügen: 

^11 + ^22 +^88 =°- 

Nun gelten aber für eine Doppelwurzel auch die Gleichungen 
(8), falls nicht alle Unterdeterminanten verschwinden; daher ist 
speciell : 

es mufs somit sein: 

Da dies nicht angeht, so müssen für eine Doppelwurzel alle 
Unterdeterminanten verschwinden. Hiernach besteht der Satz: 

Wenn die Gleichung (7) zwei gleiche Wurzeln hat, 
so müssen für diese auch alle Unterdeterminanten ver- 
schwinden, die man aus der auf der linken Seite stehen- 
den Determinante durch Weglassung einer Zeile und 
einer Kolonne erhält. 

13. Um die Beziehungen kennen zu lernen, welche zwischen 
den Koefficienten a<* bestehen müssen, wofern die Gleichung (7) 
gleiche Wurzeln hat, bilden wir die drei Unterdeterminanten J 12 , 
A\* und J 2 3- Da diese für eine Doppel wurzel verschwinden 
müssen, erhalten wir die Gleichungen: 

(H) (*n — <o)a 18 =a ls a 18 , ( a 2 2 _ m ) a si = a *i a 23> 

( a 38 ~~ °V a i2 =a 8i a 82" 

Wenn hier a 23 , a 81 und a 12 von null verschieden sind, 
können wir die Gleichungen in folgender Form schreiben: 

(12) ö? = a 11 -?^ 1 - 3 = a 22 — ^^ = a 88 - ^*-i. 

a 28 a 31 a i2 

Hierdurch sind uns die Bedingungen für die Existenz einer 
Doppelwurzel und der Wert derselben gegeben. Sobald diese 
Gleichungen befriedigt werden, verschwinden auch die Unter- 
determinanten A IU A i2 , 4*3- 

Wenn einer der drei Koefficienten a 2 s, a 3 i, a 12 null ist, mufs, 
wie die Gleichungen (11) zeigen, mindestens noch ein zweiter 
von ihnen verschwinden. Angenommen, es wäre a 18 =a 28 =0, 
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a 12 4=0. Dann folgt aus (11), dafs co = a 33 ist. Die Gleichung 
J 33 =0 fügt die Bedingung hinzu: 

( a il a S8) ( a 22 a 8 3) ==a i2* 

Wenn endlich a 12 =a 13 =a 23 =0 ist, so lautet die Be- 
dingung für die Existenz einer Doppelwurzel: 

( a il a 22/ V a 2 2 a 8 3^ V a 8 3 a il) === ^' 

14. Da für eine Doppelwurzel alle Unterdeterminanten von 
A verschwinden, so kommen in diesem Falle die drei Gleichungen 
(6) auf eine einzige hinaus. Somit hat jeder Punkt einer gewissen 
geraden Linie für beide Kegelschnitte dieselbe Polare. Das gilt 
speciell für die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem imaginären 
Kugelkreise; die unendlichfernen Linien der beiden Flächen be- 
rühren einander in zwei Punkten. Wenn umgekehrt diese beiden 
Kurven einander doppelt berühren, so werden alle Punkte der 
Verbindungslinie der Berührungspunkte durch diese Punkte ein- 
ander harmonisch zugeordnet; zugleich ist der Schnittpunkt der 
gemeinsamen Tangenten Pol der Geraden für beide Kurven. 
Demnach haben die Kurven in diesem Falle unendlichviele Polar- 
dreiecke gemeinsam; alle diese Dreiecke haben einen Eckpunkt 
gemeinschaftlich und die gegenüberliegende Seite gehört einer 
bestimmten geraden Linie an. Die beiden Kurven bestimmen 
einen Büschel von derjenigen Art, die in I § 25 (I S. 166) unter- 
sucht worden ist. 

Wenn die Gleichung (7) zwei gleiche Wurzeln hat, 
so haben die beiden unendlichfernen Kurven unendlich 
viele Polardreiecke gemeinschaftlich. 

15. Wir untersuchen jetzt den Fall, dafs die Gleichung (7) 
eine dreifache Wurzel hat. Da die Summe der drei Wurzeln 
von (7) gleich a tl +a 22 + a 33 ist, können diese nur gleich sein, 

a i a I a 
wenn co = -^ 2 2 — — ist. Jetzt müssen aber auch die 

Gleichungen (11) bestehen. Wofern also keiner der drei Koeffi- 
cienten a 12 , a 13 , a 23 verschwindet, folgen aus (12) die Glei- 
chungen : 

a n ~r a 22 ~^~ a 33 „ a i2 a i3 

° a 23 

a il ~l~ a 2 2 "T" a 33 d a 2i a 23 

3 ~ 22 a 

° d 3 1 
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a il "H a 22 I a 33 n a 3i a 32 

9 d 38 ,, 

. a i2 

Durch Addition dieser drei Gleichungen ergiebt sich aber 
die Relation: 

ü 2 a 2 _L_ jj 2 o 2 J_ ;i 2 o 2 —-- 
d 13 d 18 I d 21*23 r a 31 d 32 U > 

welche für reelle von null verschiedene Werte nicht befriedigt 
werden kann. 

Wenn aber a 23 =a 13 =0, a 12 4=0 ist, so leitet man aus 
den Gleichungen: 

a il +*22 + a 33 a 2 _ f a _ a Wa — a ^ 

d 33 * > a 12 — V^ll <l 33/v <l 22 «'SS' 

die Beziehung her: 

( a n - a 22) 2 + 4a i 2 2=°^ m 
welche ebenfalls mit unserer Annahme unvereinbar ist. Es mufs 

also sein: 

a 23 === a 3 1 === a i 2 == * ' a i 1 == a 22 == a 33' 

oder die gegebene Fläche ist ebenfalls eine Kugel. 

Hiernach hat die Gleichung A (co) = entweder drei un- 
gleiche Wurzeln oder eine Doppelwurzel oder eine dreifache 
Wurzel. Im ersten Falle haben die unendlichfernen Kurven der 
gegebenen Flächen ein einziges gemeinsames Polardreieck; im 
zweiten Falle giebt es deren unendlich viele. Im dritten Falle, 
wo die beiden Flächen Kugeln sind und die Schnittlinien mit der 
unendlichfernen Ebene identisch werden, sind alle in dieser Ebene 
gelegenen Polardreiecke gemeinsam. 

Zieht man vom Anfangspunkte des Koordinatensystems nach 
den drei Eckpunkten eines solchen Dreiecks gerade Linien und 
wählt diese zu Kanten eines Cartesischen Koordinatensystems, so 
ist dasselbe rechtwinklig; bei seiner Benutzung fallen die Produkte 
xy, xz und yz aus der Gleichung der Fläche fort. 

Lösung des Problems B). 

16. Das Problem B) stellen w T ir in folgender Form auf: 
Es seien die beiden quadratischen Formen in drei Variabein 
gegeben : 

<P = ajjXj -\- a 22 x 2 I a 33 X 3 l" ^ a 23 X 2 X 3 

l ^ a 3 1 X 3 X l l~ ^ a i2 X l X 2 

V=x* +x|+ X |. 
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Man soll x l9 x 2 , x 8 durch homogene lineare Funktionen von 

yi, y«, ys: 

x i=^iyi+^iy 2 +"iy 8 

(13) x i =X i y 1 + f i i y i +v i y s 

ersetzen und die Koefficienten so wählen, dafs die zweite Form 
ungeändert bleibt und in der ersten die Koefficienten von y 1 y 2 , 
y 1 y 3 und y 2 y 8 wegfallen. Es soll also sein: 

(14) x?+x!+xl=y?+y!+y§ 

* = b iyf + b 2yl + b 2yl- 

Wir wollen dies Problem im Anschlufs an die soeben durch- 
geführten Entwicklungen zu lösen suchen. 

Indem wir in die linke Seite von (14) die Werte (13) ein- 
setzen, erhalten wir auf der linken Seite eine quadratische Form 
von yi, y 2 , y 8 . Hier hat yf den Koefficienten >tj — | — >t§ — | — >l§ 
und 2y 2 y$ den Koefficienten (i x v x + ^ 2 *> 2 "h^s'V Nun soll 
die Gleichung (14) für alle Werte von y t , y 2 , y s erfüllt sein; 
also müssen alle Glieder auf beiden Seiten denselben Wert haben. 
Das giebt die Gleichungen: 

l l + x \ + x l = l > 0i"i + 02*2 + 0s*3 — °> 

(15) (i\ +fil+fil = l y v 1 X 1 +v % l % +v s X 8 = 0, 

* 1 + *1 + *1 = h *101 + *202 + Ä 308 = 0- 

Wenn die Werte (13) in # eingesetzt werden, so wird der 
Koefficient von ytysi 

a i 101*1 + a 2202*2+ a 830S*3 + ^2^1*2 + 02*l) 

+ a i3 (01*8 + 03*l)+ a 28 (02*3 + 03* 2 )- 

Da dieser Koefficient sowie der von y 8 yi und der von y^ 
verschwinden soll, so müssen die Gleichungen bestehen: 
(16) a ll ^ 1 v 1 +a 22 ^ 2 ^ 2 +a 3 3^ 8 r 3 + a i 2 (0i*2 + 02*i) 

+ a i 3 (01*8 + 03*1) + a 2 3 (02*8 + 08*2) = ° 
a il*l*l + a 22*2^2 + a 8B*S i 8 + a i2 (*1*1 + *2*l) 

+ a i3 (*1*8 +*S*l) + a 2 3 (*2 Ä 3 + "s^l) = 
a H^101 "T a 22^202 l" a 8 3^808 ~T a i 2 (^102 "T" *201 ) 

+ a i8 Ul08 + ^30l) + a 23 (*208 + *802) = « 

Die Gleichungen (16) und die drei letzten Gleichungen (15) 
gestatten uns, X Xi X 2 , h und ft l} /i 2 , ^ 3 sowie v\> v 2 , v 3 aufzu- 
fassen als die Koordinaten von drei Punkten, welche einander 
zu je zweien in Bezug auf die beiden Kurven xf +x| +x| =0 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 18 
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und J?ajxXtXx = als konjugierte Pole zugeordnet sind. Schon 
diese Bemerkung führt das Problem B) auf das soeben gelöste 
Problem C) zurück. 

Wir können aber auch folgenden Weg einschlagen. Indem 
wir die Abkürzungen einführen: 

an*i +ai2^2 + a is*3 =li 
(17) a*i ^i + a 88 ^2 + a 88 ^3 = 1* 

a 31^1 + a 32^2 + a 38^3 = 1 3 , 

gehen die beiden letzten Gleichungen (16) über in 

ll^l +1*1*2 +1 8 ^8 =0 
V'l +K V 2 +h V 8= - 

Hieraus folgt die Beziehung: 

l x : 1 2 : 1 3 = (fi 9 v 8 — fi 8 v 2 ) : (ji 8 v x — (i^^) : ( f i 1 v 2 — ii f v ± ). 

In gleicher Weise mufs aber auch wegen der beiden letzten 
Gleichungen (15) sein: 

h -**2 : *3=(Ps v 3 — P 9» *)'•(/* s»i —f*i v s) : (f l i v 2—f i 2 v i)' 
Demnach giebt es eine Gröfse c», für welche ist: 

*i = ^u U = coX 2^ \ = «0*8 • 
Wenn wir aber für l 19 1 2 , 1 8 die Werte (17) einsetzen, gehen 
die letzten Gleichungen über in: 

an^i + a l2 *2 + a is*s = G)Zi 

a 21^1 + a 2*^2 + a 23^8 = 0^2 
a 31*l "T a 32*2 ~T a 33*8 == °^3» 

Dies ist aber dasjenige System von Gleichungen, welches 
wir unter (6) zur Grundlage der vorigen Untersuchung gemacht 
haben. Wir dürfen also die vorige Entwicklung auch zur Lösung 
des Problems B) benutzen und gelangen wieder zu den vorhin 
gefundenen Resultaten. 

Multiplizieren wir die letzten drei Gleichungen der Reihe 
nach mit X i9 X 2y >t 3 und addieren, so wird die rechte Seite wegen 
der ersten Gleichung (15) gleich c^. Die linke Seite wird aber 
jetzt gleich 

Das ist aber der Koefficient von yf in der Form #, nach- 
dem wir darin für xi, x 2 , x s die Werte (13) eingesetzt haben; 
es mufs also co^ = b x sein. Dieselbe Untersuchung läfst sich 
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aber für /i l9 ^ 2 , fj B und für p l9 i> 2 , i> 3 anstellen. Die Form * 
nimmt also bei der angegebenen Transformation die Gestalt an: 



# = <ü iy f +co 2 y| +co 8 y 



2 

39 



wo a>,, c»2, co 9 die Wurzeln der Gleichung (7) sind. 

Lösung des Problems A). 

17. Es sei eine Gleichung in den vier Variabein x l? x 2 , x 8 , 
x 4 gegeben: 

^a.xxixi =0 («, k = 1, 2, 3, 4), 

wo x 4 = die unendlichferne Ebene ist und die Gröfsen x 1? x 2 , 
x 3 ein rechtwinkliges Koordinatensystem bestimmen; man soll 
unter Beibehaltung des Anfangspunktes ein neues rechtwinkliges 
Koordinatensystem y ly y 8 , y 3 so bestimmen, dafs unter seiner 
Benutzung die Glieder mit yiy 2 , yiy 3 und y 2 y 3 in der Gleichung 
der Fläche verschwinden. 

Da die Koordinaten X|, x 2 , x 3 und yi, y 2 , y 8 denselben 
Anfangspunkt haben, mufs der Übergang von dem einen zum 
andern System durch Gleichungen von der Form (13) vermittelt 
werden. Nun soll das zweite System ebenfalls rechtwinklig sein; 
somit müssen, wie die Theorie der Cartesischen Koordinaten lehrt, 
zwischen den neun Koefficienten der Gleichungen (13) die sechs 
Beziehungen (15) bestehen. Endlich zieht die Forderung, dafs 
die Koefficienten von y^ys, y 3 yi und y x y 2 gleich null sein sollen, 
die Gleichungen (16) nach sich. Wir werden also auf dieselben 
Gleichungen geführt, von denen wir soeben ausgegangen sind. 

Lösung des Problems E). 

18. Wir suchen eine Ebene, der gegenüber die Fläche sym- 
metrisch liegt. Dabei ist es von Vorteil, die Koordinaten der 
Ebene von denen der Fläche zu unterscheiden. Dementsprechend 
wollen wir die rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten für Punkte 
der Fläche durch xi, x 2 , x 3 und die auf dasselbe System bezogenen 
Koordinaten für Punkte der Ebene mit z ly z 2 , z 3 bezeichnen. Die 
Gleichung dieser Ebene in der Hesseschen Normalform sei: 

(18) i 1 z 1 + X 2 z 2 + X 3 z 8 + e — 0, 

wo zwischen den Gröfsen X u X 2 , X s die Relation besteht: 

A? +Xl+X*=l. 

18* 
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Hier sind l ly A 2 , X 3 die Richtungscosinus der vom Anfangs- 
punkte auf die Ebene gefällten Senkrechten. Dieselbe Richtung 
hat aber jede auf der Ebene errichtete Senkrechte. Demnach sind 

die Koordinaten eines Punktes, welcher in der im Punkte z i9 z 2 , 
z 8 auf der Ebene errichteten Senkrechten liegt und von ihr den 
Abstand p hat. 

Nun soll die Fläche: 
(19) -Sa^xcxx + 2 2b t xt + c = - (t, x — 1, 8, 3) 

symmetrisch liegen gegen die Ebene (18). Daher soll jede auf 
der Ebene errichtete Senkrechte die Fläche in zwei Punkten 
schneiden, welche gleichweit von der Ebene entfernt sind. Setzt 
man also in (19) 

xi = Zi + 2i p, x 2 = z 2 + * 2 p, x 3 = z s + * 8 p, 
so mufs die neue Gleichung zwei entgegengesetzt gleiche Werte 
für p liefern, oder in dieser Gleichung mufs der Koefficient von 
p verschwinden. Dies liefert die Beziehung: 

(20) JSttKZtl* +2btXi = 0. 
Da diese Gleichung für alle Werte von z t9 z 2 , z 3 , welche 
Punkten der Ebene entsprechen, erfüllt sein mufs, so mufs sie 
dieselbe Ebene darstellen wie die Gleichung (18). Die beiden 
Gleichungen dürfen sich also nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden; es müssen die Bedingungen erfüllt sein: 

| a n^i "4" a i2^2 "4" a is^3 == m ^i 
a 21^1 ~l~ a 2 2^2 ~r a 23^8 = m ^% 
a 31^1 ~T a 3 2^2 "T" a 33^8 == ^S* 

(22) b 1 A 1 +b 2 ^ 2 +b 3 ^ 3 =o>e. 

Die drei Gleichungen (21) sind mit den Gleichungen (6) 
identisch; wir finden also mindestens ein System von drei auf 
einander senkrechten Ebenen, deren Richtungscosinus den Glei- 
chungen (21) genügen. Auch läfst sich jedesmal, wenn eine 
Wurzel a> von null verschieden ist, die Gröfse e so bestimmen, 
dafs auch die Gleichung (22) befriedigt wird. Diese Methode 
hat also sehr grofse Vorzüge, wenn die drei Wurzeln der Glei- 
chung (7) von null verschieden sind, mit andern Worten, wenn 
die gegebene Fläche nicht von der unendlich fernen Ebene be- 
rührt wird. Wenn aber die Gleichung (7) eine oder zwei ver- 
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schwindende Wurzeln hat, so läfst sie sich direkt nicht anwenden, 
sondern macht es notwendig, dafs man auf eines der andern 
Probleme zurückgeht. 
Übungen : 

1) Man führe die angegebenen Untersuchungen durch für 
die Flächen: 

a) 5x 2 +6y 2 + 7z 2 — 4xy — 4yz — 6 = 0. 

b) 5x 2 — y 2 + z 2 + 4xy + 6xz + 2x + 4y + 6z = 8. 

c) 10 (x 2 + y 2 + z 2 ) — 8xz + 6yz — 28x — 26y — 34z 

+ 43 = 0. 

2) a) Man lege der Untersuchung die Gleichung zu Grunde : 

oyz -f 0xz + /xy = 1. 

b) Diese Gleichung stellt ein ein- oder zweischaliges Hyper- 
boloid dar, jenachdem das Produkt aßy negativ oder positiv ist. 

c) Speciell wähle man a = 1, ß = — y = 6 oder a = 3, 
ß = 7= V2. 

d) Man untersuche die Fläche: 

yz -f- zx + x y — x — 2y — 3z = 0. 

3) a) Wenn ein Flächenbüschel zweiter Ordnung zwei Kugeln 
enthält, so sind alle ihre Flächen Kugeln. 

b) Wenn in einem Flächenbüschel zweiter Ordnung eine 
Kugel vorkommt, so haben ihre Flächen parallele Axen. 

c) In diesem Falle kann man unter Anwendung rechtwinkliger 
Koordinaten die Gleichungen zu Grunde legen: 

x 2 + y 2 + z 2 = m * 
ax 2 + 0y 2 + 7z 2 + 2ax + 2by + 2cz = 1. 

d) Ein solcher Büschel enthält drei Paraboloide, deren Axen 
senkrecht gegen einander geneigt sind und von denen eines 
hyperbolisch, zwei elliptisch sind. 

e) In welchen Fällen treten Cylinder an die Stelle der Para- 
boloide ? 

f) Man bestimme die Kurve der Mittelpunkte für den in c) 
angegebenen Büschel. 

g) Speciell setze man voraus,' die beiden in c} angegebenen 
Flächen hätten denselben Mittelpunkt, und klassifiziere die Büschel, 
welche unter dieser Annahme noch möglich sind. 

4) a) Zwei Flächen zweiter Ordnung seien auf dasselbe recht- 
winklige Koordinatensystem bezogen; wann giebt es zu jedem 
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Tripel konjugierter Durchmesser der einen ein paralleles Tripel 
von konjugierten Durchmessern in der andern Fläche? 

b) Welche Eigenschaft hat die Schnittkurve der beiden Flächen ? 

5) Zwei konzentrische Flächen zweiter Ordnung mögen gleich- 
gerichtete Axen haben; wann haben sie kein weiteres Tripel 
konjugierter Durchmesser gemeinschaftlich? Welche Möglichkeiten 
giebt es unter dieser Annahme in Bezug auf gemeinsame Tripel 
konjugierter Durchmesser? 

6) Als Axe einer Fläche zweiter Ordnung können wir eine 
gerade Linie definieren, gegen welche die Fläche symmetrisch 
liegt, d. h. welche jede sie senkrecht schneidende Gerade halbiert. 

Diese Definition stimmt im wesentlichen mit der folgenden 
überein : 

Axe einer Fläche zweiter Ordnung ist eine gerade Linie, 
welche auf den Polarebenen ihrer Punkte senkrecht steht. 

Denn alle durch einen Punkt parallel zu seiner Polarebene 
gezogenen Sehnen werden in dem Punkte halbiert; wenn der 
Punkt in einer Geraden liegt, welche auf der Polarebene senk- 
recht steht, so schneiden jene Sehnen die Gerade unter rechten 
Winkeln. 

Die Behandlung des Problems ist sehr einfach, wenn man 
die zweite Definition zu Grunde legt. Die Polarebene des Punktes 
(lir-\-e l9 Jl 2 r -h e *> >U r + e 3 , 1) für die Fläche (19) hat die 
Gleichung: 

-Sa«(ii r + ei)xz + JSb*(i* + e< + x<) + c = 0. 

Soll diese für jeden Wert von r auf der Axe senkrecht 
stehen, so müssen die Gleichungen erfüllt sein : 

-2a 1 xAx = a>A 1 , JSa 8 *4x = <öA., -2"a 8 X x = (ok 3f 
J£a ix e* + bi =(>A 1 , -Ea^ex + b* =QX* y Usl^xQx + b 3 =»(>2 3 . 

Die drei ersten Gleichungen liefern die Werte von l x , Jl 2 , Jt 8 ; 
statt eine der drei Gröfsen ei, e 2 , e 3 , wie es gestattet ist, will- 
kürlich zu wählen, kann man auch q unbestimmt lassen oder etwa 
gleich null setzen. Alsdann findet man, wofern die Determinante 
der 2ux von null verschieden i$t, «die Werte für e t , e 2 , e 8 . 

Will man das Problem in seiner ersten Form direkt in An- 
griff nehmen, so kann man etwa in folgender Weise vorgehen: 
Sollen die Punkte (xi, x 2 , x 3 ) und (x/, x 2 ', x 3 ') Gegenpunkte in 
Bezug auf die Axe (^r + d, X 2 r -f- e 2 , >l s r -f- e 3 ) sein, so mufs 
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sein xi -(- x £ ' = 2X t r + 2e t für r = X x (x t — e t ) + ** ( x 2 — e 2 ) 
+ ^s(xs — e 3 ). Setzt man diese Werte für xi', x 2 ', x 3 ' in die 
Gleichung der Fläche über, so geht diese über in 

4r* Sau Xi X» + 4r 2inx Xi (2e x — xx) — 4 Siax e* e* 
— 4 JS&tx e 4 xx + Ü2lix xi xx — 4r 22bi Xi 
+ 4 2bt e* — 2 j;be x< + c = 0. 
Diese mufs mit der Gleichung der gegebenen Fläche über- 
einstimmen. Indem man zunächst die Koefficienten von xf, xix 2 
u. s. w. vergleicht und U2LixXiX x = (d setzt, kommt man wieder 
zu den früheren Gleichungen für X t > X 2 , X$. 

§ 30. 

Zweite Lösung des Hauptaxenproblems. 

1. Wir wollen das vorhin aufgestellte Problem B), von wel- 
chem die Probleme A) und C) nur der Form nach verschieden 
sind, noch in einer zweiten Weise erledigen. Es sollen also die 
Variabein Xi, x 2 , x 3 durch drei neue Variabelen ersetzt und diese 
als Funktionen der ersteren so gewählt werden, dafs die beiden 
Gleichungen identisch befriedigt werden: 

(1) x ?+x!+x§=y?+y!+y§. 

(2) a u xf + a 22 xf + a 33 x| + 2a 12 x l x i + 2a 13 x l x 3 

+ 2a 23 x 2 x s = a>iyl + a> 2 y| + c» 3 y§. 

Indem wir die erste Gleichung mit c&i multiplizieren und 
von der zweiten subtrahieren, erhalten wir die Gleichung: 

(3) (an — (Dt) xf + (a 22 — o^) x| -f (a 33 — co x ) x| 

+ 2a 12 X!X 2 + 2ai 8 x 1 x 3 -f 2a 23 x 2 x 3 — (c» 2 — <B,)y§ 
+ (a> s — mi )y\ m 

Hier enthält die rechte Seite nur zwei Variabele ; da unserer 
Annahme nach die linke Seite der rechten identisch gleich ist, 
verschwindet die Determinante aus den Koefficienten der linken 
Seite. Setzen wir also 



(4) A{p) 



a n — a> a 12 a 13 

a 2 j a 22 — ct> a 23 

a 3 x a 32 a 3 $ — co 

so mufs A ((Di) = sein. Ebenso ergiebt sich A (co t ) = 0, 
A (an) = 0. 
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Wenn also die durch die Gleichungen (l) und (2) angegebene 
Umwandlung überhaupt möglich ist, so sind die neuen Koeffi- 
cienten a>i, co 2 , cd 3 die Wurzeln der Gleichung J(co) = 0. 

2. Wenn die drei Koefficienten a 23 , a 3 i, & i2 sämtlich von 
null verschieden sind, so darf man annehmen, dafs das Produkt 
a 23 a 81 ai 2 positiv ist, weil man im andern Falle # mit — # ver- 
tauschen dürfte. Dann sind auch die Quotienten 

ai 2 a, s a t8 a tl a 3l a 82 
a 28 a 8 i aig 

positive Gröfsen (der erste ist gleich s 8 * 12 ); wir dürfen daher 

a 28 

setzen: a 12 a l3 t a 28 a 2l 9 a 81 a 32 _ , 

— m i> — m 2 > — m 8' 

a 23 a 8 i a t2 

Hierdurch sind die Gröfsen mi, m 2 , m 3 bis auf das Vor- 
zeichen bestimmt. Nun ergeben sich aus den letzten Gleichungen 
die folgenden: 

a 2 2 s = m ! m s> a 8 2 i = mjmf, a^ = mfmf; 
wir dürfen daher die Vorzeichen so wählen, dafs wird: 
a 28 = m 2 m 8 , a 8 i = m 8 mi, ai 2 = mim 2 . 
Indem man noch setzt: 
a n — inj = e 4 , a 22 — m| = e 2 , a S8 — m§ = e 8 , 
nimmt die Gleichung J(cd) = die Gestalt an: 
mf+ e i— <° mxm 2 m 1 m 8 

m 2 m! m| + e 2 — cd m 2 m 8 =0, 

m 8 mi m 8 m 2 m| -f- e 8 — cd 

oder 
(5) mj (cd — e 2 ) (cd — e 8 ) + mf (co — e 3 ){co — d) 

+ m| (co — ei) (cd — e 2 ) — (cd — e^ (cd — e 8 ) (cd — e 8 ) = 0. 
Diese Gleichung kann man auch in der eleganten Form 
schreiben 

(6 ) _J r l!_ + _E]_ + _E8_ ==1 . 

co — ei cd — e 2 cd — e 3 

3. Die Form (5) liefert uns einen sehr einfachen Beweis für 
den Satz, dafs die Gleichung A (co) = drei reelle Wurzeln hat. 
Wir nehmen zunächst an, die Gröfsen ei, e 2 , e 3 seien ungleich 
und es sei ei "> e 2 > e 3 . 

Für einen sehr gröfsen Wert von cd nimmt die linke Seite 
von (5) einen negativen Wert an; dagegen wird sie für co = ei 
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positiv, für a> = e 2 negativ und für co =— e 3 wieder positiv. Be- 
trachten wir also die linke Seite der Gleichung (5) als eine Funktion 
von a>y so geht sie, während co von einem sehr grofsen positiven 
Werte stetig bis e 3 abnimmt, stets von einem negativen zu einem 
positiven Werte, dann wieder zu einem negativen und endlich 
wieder zu einem positiven Werte über. Diese Funktion ver- 
schwindet also einmal für einen Wert <o\ f der gröfser ist als e t , 
dann zum zweiten Male für einen Wert co*, der zwischen e! und 
e 2 liegt, und zum dritten Male für einen Wert co 3 zwischen e 8 
und e s . Die obige von Jacobi angegebene Umgestaltung der 
Gleichung A (co) = zeigt uns also nicht nur, dafs die drei Wur- 
zeln dieser Gleichung reell sind, sondern giebt uns auch Grenzen 
an, zwischen denen die einzelnen Wurzeln liegen. 

4. Aus dieser Betrachtung geht unmittelbar hervor, dafs die 
Gleichung (5) nur dann eine zweifache Wurzel besitzen kann, 
wenn zwei der Gröfsen e t , e 2 , e 3 gleich sind. Nehmen wir etwa 
an, es sei e! = e 2 ; dann mufs auch co 2 = e t sein. In diesem 
Falle hat A (<n) den Faktor co — ei ; nach Abtrennung desselben 
bleibt der Faktor übrig: 

(co — e 8 )(mf + mf) + (mf — co + e 3 )(co — e x ). 

Dieser zweite Faktor mufs aber für a> ■— ei verschwinden, 
falls die gegebene Gleichung eine Doppelwurzel gleich ei haben 
soll. Somit mufs sein 

(d— e,)(mj +mf) = 0, 

oder es mufs auch e! = e 8 sein. Die Gleichung A (co) = kann 
also nur eine Doppel wurzel haben , wenn e t = e 2 = e 3 ist. In 
der That enthält in diesem Falle die linke Seite von (5) den 
Faktor (co — ei) 8 ; die dritte Wurzel ergiebt sich aus der Gleichung: 

<d ~ d — mf +m| +m§; 
diese ist stets gröfser als die Doppelwurzel. 

Wenn die drei Koefficienten a 83 , a 3 i, a 12 von null 
verschieden sind, so kann die Gleichung A(w) =«0 keine 
dreifache Wurzel besitzen; sie hat dann und nur dann 
eine Doppelwurzel, wenn e 1 =e2 = e 3 ist, oder wenn 
die Bedingungen erfüllt sind: 

/g\ a a !2 a i8 _ a a 23 a 21 _ a a 8i a 32 . 

V / 11 o 22 4 33 /j 

**23 a 81 d 12 
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5. Wir müssen jetzt die Gleichung A (co) — in dem Falle 
untersuchen, dafs die Koefficienten a 23 , a 51 , a 12 teilweise null 
sind. Zunächst nehmen wir an, es sei a 28 =0, aber a ]2 und 
a, 3 seien von null verschieden. In diesem Falle geht die Gleichung 
J(co) = in die folgende über: 

(7) (a lx — <o)(a 22 — a>)(a 38 — o) — a x 2 2 (a S8 — oo) 

— a i 2 s( a 22— <») — 0; 
diese kann auch in der Form geschrieben werden: 

( a «,) iL2 ^L3_ _ 

a 22 — co a ga — cö 

Wenn a 22 und a 83 ungleich sind, wollen wir annehmen, es 
sei a 22 >a 8S . Dann wird für sehr grofse Werte von co die 
Funktion A{co) negativ, für ct> = a 22 positiv, für a>=as 8 negativ 
und für sehr grofse negative Werte wieder positiv. Die Gleichung 
hat also wieder drei reelle Wurzeln, von denen eine gröfser ist 
als a 22 , eine zweite zwischen a 22 und a 38 liegt, und die dritte 
kleiner ist als a 33 . 

Wenn a 22 =a 33 ist, so hat die linke Seite von (7) den 
Faktor co — a, 2 . Nach Abtrennung desselben bleibt der Faktor 

(*H ~ <»)( a 2 2 — «0 — a i 2 2 — a i 2 3> 

welcher für sehr grofse positive und sehr grofse negative Werte 
positiv und für a>==a 22 negativ wird. Die Gleichung A (co) == 
hat also in diesem Falle wieder drei ungleiche Wurzeln, von 
denen die mittlere gleich a 22 ist. 

Für den Fall, dafs unter den Koefficienten a 12 , a 13 , 
a 23 einer verschwindet und die beiden andern von null 
verschieden sind, hat die Gleichung A(<d) =» drei reelle 
ungleiche Wurzeln. 

6. Wir wollen jetzt annehmen, zwei von den Koefficienten 
a 23 , a 12 , a 31 , etwa a 28 und a 31 seien null, während der dritte 
(hier a 12 ) von null verschieden sein soll. In diesem Falle hat 
der Ausdruck A{a>) den Faktor a 33 — co; nach Abtrennung des- 
selben bleibt der weitere Faktor 

( a n — cö)(a 22 — o>) — a t 2 2 . 

Da diese Funktion von co für sehr grofse positive und nega- 
tive Werte positiv, aber für a> = a 22 negativ wird, so verschwindet 
sie für zwei ungleiche Werte von co. Die Gleichung A (co) — 
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kann nur zwei gleiche Wurzeln haben, wenn der letzte Ausdruck 

für a>=»a 83 verschwindet, oder wenn 

(8) (a xl — a 3S )(a 22 — a 3S ) — a x 2 2 =0 
ist. 

Solange auch nur einer der drei Koefficienten a 28 , 
a 31 , a 12 von null verschieden ist, kann die Gleichung 
J(ö?) = keine dreifache Wurzel besitzen. Die Existenz 
einer Doppelwurzel verlangt in dem Falle, dafs die drei 
Koefficienten a 23 , a 81 , a 12 von null verschieden sind, 
zwei Gleichungen zwischen den sechs Koefficienten; 
wenn aber zwei von diesen Koefficienten verschwinden, 
so mufs noch eine Bedingung hinzutreten, welche für 
a 28 = a 13 =0, a 12 ^0 durch die Gleichung (8) ange- 
geben ist. 

7. Wenn endlich a 12 = a 13 =a 23 =0 ist, so ist unser 
Problem schon gelöst. 

8. In der vorangehenden Untersuchung haben wir nur Be- 
ziehungen zwischen den gegebenen und den neuen Koefficienten 
gefunden, welche bestehen, sobald die durch die Gleichungen (1) 
und (2) angegebene Transformation möglich ist. 

Um die Möglichkeit dieser Transformation zu beweisen, 
müssen wir die Koefficienten angeben, welche hierbei benutzt 
werden. Zu dem Ende gehen wir von den Gleichungen aus: 

x i=*iyi +^iy 2 +^iy 3 

(9) x 2 = X 1 y 1 + (i 2 y 2 + i> 2 y 3 

x 3 = ^ 8 yi +^ 3 y 2 +*'3y 3 - 

Hieraus geht unmittelbar hervor, dafs ist 

Öx* , ^x, Öx* 

Jetzt diflferentiiere man die Gleichung (1) partiell nach y i9 
y 2 , y 3 und setze jedesmal die eben angegebenen Werte ein; 
dadurch erhalten wir die Auflösungen der Gleichungen (9) in 
folgender Form: 

yi === *"1 X 1 T" **2 X 2 i *"8 X 3 

(10) y 2 = (i 1 x 1 + (i 2 x 2 + fi s x 3 

y 3 =r i X l + r 2 X 2 + *8 X S' 

Multiplizieren wir die letzten Gleichungen der Reihe nach 
mit X i9 /t l9 v i9 so liefert die Addition auf der linken Seite den 
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Wert xi. Da aber die neue Gleichung für alle Wertsysteme x u 
x 2 , x 3 erfüllt ist, so ergeben sich Beziehungen zwischen den neun 
Koefficienten der Gleichungen (9). Weitere Relationen dieser 
Art erhält man, indem man die Gleichungen (10) mit Z 2 , (i 2 , v 2 
und mit 2 S , ^* 3 , i> 3 multipliziert und die Produkte addiert. Hier- 
nach ergeben sich die Gleichungen: 

*? + 1*{ + v\ = 1 h h + M* + v x v 2 = 
(11) X\+tt\+v\ = l A 1 2 3 +^3+''it>s=0 

*s + P\ + v \ = ! ***s + ^3 + i>2*>3 = 0. 

In ähnlicher Weise kann man die Gleichungen (9) der Reihe 
nach entweder mit X Xy X 2y h oder mit p Xy (t 2y (*s oder mit v x > 
v 2y v 3 multiplizieren. Die Gleichungen, welche hierdurch ge- 
wonnen werden, sind bereits in § 29, 16 Gl. (15) angegeben. 

Endlich ist: 



l\t*\V\ 




*1 ^1 v x 


X 2 (i 2 v 2 


9 


ht*%v* 


hl*%v* 




hW* 



— + 1. 



hh+t*\t*Z+Vin *2*S-fi"2P3+»2l>3 . Il+Pl+Vl 

Die letzte Determinante hat aber wegen der Beziehungen (11) 
den Wert + 1 ; daher ist 

*1 H vi 
(12) X 2 fj 2 v 2 

h t*z *>3 

Für X x = (i 2 = v s = 1, (i\ = v x = X 2 = v t = X 9 = fi z — 
hat die linke Seite von (12) den Wert + 1. Wenn also das 
zweite Koordinatensystem aus dem ersten durch stetige Änderung 
erhalten wird, so mufs die Determinante stets den Wert + 1 
behalten. Wir dürfen auch sagen: Wofern das zweite Koordi- 
natensystem mit dem ersten zur Deckung gebracht werden kann 
(ihm kongruent ist), so gilt die Beziehung: 

h Hi v x 
(13) X 2 fi 2 v 2 =1. 

h t*Z V* 
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Legt man diesen Wert zu Grunde und löst jetzt die Glei- 
chungen (9) in gewöhnlicher Weise auf, so ergeben sich folgende 
Gleichungen : 

yi = G^s — ti*v % ) x t + (v 2 X 9 — v B X % ) x 2 + (X 2 /i z — Z s p % ) x s . 

Durch Vergleichung dieser Gleichungen mit (10) folgen die 
Relationen : 

(14) X 2 =fi s v 1 — ^^g, (i 2 =v 3 l 1 — v^ v B = X 9 fi 1 —X 1 (i S9 

*8 =^i r 2 - 02*1> l*S= V l X * - V 2 X 1> *>8 = *lP2— J<1*V 

9. Bei der weiteren Behandlung wollen wir uns auf den Fall 
beschränken, dafs keiner der Koefficienten ai 2 , a i3 , a 23 verschwindet 
und dafs sich unter den Gröfsen d, e 2 , e 3 (und demnach auch 
unter den Wurzeln a> ly a> 2 , co 3 ) keine gleiche befinden. Wir 
ersetzen die Gleichung (2) durch die folgende: 

(15) e^J + e 2 xf + e 8 x| + (m^ + m 2 x 2 -f m 8 x 8 )» 

= co 1 yJ+c» 2 yl+ö>3y|. 

Durch Differentiation nach xi erhalten wir hieraus die neue 
identische Gleichung: 

(16) e^, + m 1 (m 1 x 1 + m 2 x 2 + m 8 x 3 ) 

Hierin setzen wir y t — 1, y 2 =» y s =0 und demnach xi =2i, 
x 2 = X 2 , x 3 = X 9 ; darauf setzen wir y 2 = 1, yi = y 3 =-» 0, Xi — (t x , 
x 2 = (i 2 , x 3 = ps und zuletzt noch yi =- y 2 = 0, y s = 1. In 
gleicher Weise verfahren wir mit den Gleichungen, welche aus 
(15) 'durch Differentiation nach x 2 und nach x 3 hervorgehen. Um 
die gewonnenen Gleichungen bequem zu schreiben, führen wir 
die Abkürzungen ein: 

^I m i + *2 m 2 + *8 m 8 = Mj 

(17) fi 1 m 1 + // 2 m 2 + p 8 m 8 = M 2 

"i m i + ^2 m 2 + ''8 m s = M s- 
Entsprechend den ■zwischen den Gleichungen (9) und (10) 
bestehenden Beziehungen können die Gleichungen (17) in folgender 
Weise aufgelöst werden: 

m i = *1 M 1 + Pl M 2 + *iM 8 

(18) m 2 = X 2 M t + p 2 M 2 + v 2 M z 
m 8 = X S M X + p 8 M, + i> 8 M 8 . 
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Mit Hilfe dieser Gröfsen können wir die eben gefundenen 
Gleichungen in folgender Weise schreiben: 



iikM« niiM« m,M 

2 =r * * — U = - — V = * 



8 



W l ~ e i °°2 — e i <°8 — e i 

(19) x = ™*^ 9 ß = ™^ 9 v J^!± 



<°1— e 2 ^2— e 2 W S— e 2 

^ _ m 8 M l _ m 8 M 2 ^ _ m 8 M 8 

3 Ml— e 3 »2— es' 3 »8— e 8 

10. Die Gleichungen derselben Kolonne mögen je der Reihe 
nach mit mi, m 2 , m 8 multipliziert und dann addiert werden. 
Dann kann man wegen der Gleichungen (17) beiderseits entweder 
durch Mi oder durch M 2 oder durch M 3 dividieren. Somit folgen 
die Gleichungen: 

m i |_ m I _j Ei i 



°>1 ~ e i - m i ~ e 2 <°l — e 8 

(20 ) _^L_ + __i5L_ + __5lL_ = 1 

<°2 ~ e i . W 2 — e 2 W 2 ~ e S 

m f | El | E_§_ = i 

^3 — e i ^3 " C» ^8 — e 3 

Dadurch haben wir das bereits früher gewonnene Resultat 
wiedergefunden, dafs a»i>a>2><03 die Wurzeln der Gleichung sind: 

mf , mj . m§ = h 
q> — e x co — e 2 co — e 8 

Eine weitere Reihe interessanter Gleichungen erhalten wir, 
indem wir die in derselben Zeile von (19) stehenden Gleichungen 
je mit Mi, M 2 , M s multiplizieren und die Summe durch mi oder 
m 2 oder m 3 dividieren. Dadurch werden wir auf die Gleichungen 
geführt : 

M 2 M 2 M 2 

m x iYA 2 i 1V1 3 | 



°>1 — e i G) 2— e i ^8 — e i 

M 2 M 2 -M 2 

(21) --* I — 2 I -J =1 

w 1 — e 2 <x> 2 — e 2 co 8 — e 2 

M 2 M 2 M 2 

IV1 1 I ^2 | ^3 _ l 



m i— e 3 ^2 — e 3 ^8 — e 3 



Diese Gleichungen sind geeignet, die unbekannten Gröfsen 
Mi, M 2 , M 3 zu liefern. Um zu diesem Ziele auf dem einfachsten 
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Wege zu gelangen, denken wir uns Mi, M 2 , M 3 gegeben und 
beachten, dafs dann ei, e*, e 3 die Wurzeln der Gleichung sind: 

M 2 M 2 M 2 

1 i 1YA 2 | *Z'_3 _ | 



<D 1 — £ C0 2 B Cög — € x 



Demnach ist identisch: 

M i ( w i — £ ) (»8 — + M| {co 1 — t) (a> 8 — h) 

+ M§ (a^ — s) (o> 2 — «) — (co 1 — e) (co 2 — b) (co s — e) 
= (e - ejfc — e 2 )(e- e s ). 

Setzt man in dieser Gleichung f — o>, , so fallen die Unbe- 
kannten M| und Mg ganz weg. Ebenso ergiebt sich der Wert 
von M| für s = a? 2 und der von M| für c = a> 3 . 

Wir erhalten: 

M2 = K— ei)(«i ~ e 2 )(a? 1 — e 3 ) 
1 (cö! — o 2 )(cü 1 — co 3 ) 



(22) M 2 = 



_ (co 2 — e^ (q? 2 — e 2 ) (q» 8 - e 3 ) 
(co 2 ~ cö i)( cö 2 — ^s) 

M 2 _ (^3 — e J (»8 — e 2) (<°9 ~ e s) 
8 (0>3 ~ m l) l<»8 — ®l) 

11. Wegen der Grenzen, zwischen denen nach den obigen 
Entwicklungen die Wurzeln a> x , cö 2 > o>3 liegen, sind die Werte 
für M 2 , Mf, M 2 positiv. Daher ergeben sich für Mi, M 2 , M 3 , 
sow 7 ie für Z l9 (i u v x . . . reelle Werte. Die Vorzeichen für Mi, 
M 2 , M 3 sind ganz willkürlich, wenn es sich nur darum handelt, 
die Transformationen (1) und (2) auszuführen. Wenn aber das 
neue Koordinatendreikant dem gegebenen kongruent sein soll, 
wenn somit die Gleichung (13) erfüllt sein soll, so kann man 
zweien dieser Gröfsen ein willkürliches Vorzeichen beilegen und 
hat alsdann der dritten ein bestimmtes Zeichen zu geben. 

12. Es erübrigt jetzt noch zu zeigen, dafs vermittelst der 
erhaltenen Koefficienten auch wirklich die Gleichungen (1) und 
(2) befriedigt werden. Zu dem Ende berücksichtigen wir, dafs 
die Gleichungen (22) nur die Auflösungen der Gleichungen (21) 
sind, wir also diese letzteren zu Grunde legen und somit an- 
nehmen dürfen, es seien die Gleichungen (9), (19), (20) und (21) 
befriedigt. Aus den Gleichungen (19), (20) und (21) gehen aber 
mit Leichtigkeit die Gleichungen (17) und (18) hervor. Weil 
die letzten sechs Gleichungen zusammenbestehen, müssen aus den 
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Gleichungen (9) die Gleichungen (10) folgen. Unsere Koefficienten 
leisten also die durch die Gleichung (1) geforderte Transformation. 
Um zu zeigen, dafs auch die Transformation (2) oder, was 
bei unsern Voraussetzungen dasselbe ist, die Transformation (15) 
ausgeführt wird, beachten wir zunächst, dafs ist: 

M iYi + M 2 y 2 + M sYs = m i x i + m 2 x 2 + m s x 3- 
Jetzt multiplizieren wir die aus den Gleichungen (19) hervor- 
gehenden Gleichungen der Reihe nach mit y t , y 2 , ys und addieren; 
dadurch erhalten wir die Gleichung (16). In entsprechender Weise 
werden w r ir auf die Gleichungen geführt: 

e 2 x 2 + m 2 (m 1 x 1 + m 2 x 2 + m 3 x 8 ) = co 1 X 2 y 1 

+ °V 2 y2 + G} s v 2Ys> 
e 3 x 3 + m 3 (m 1 x 1 + m 2 x 2 + m 3 x 3 ) = a> 1 ^ 3 y 1 

+ ^2^8y 8 + ö, s ,; 3y3- 
Indem wir die Gleichung (16) und die beiden letzten der 

Reihe nach mit xi, x 2 , x s multiplizieren und addieren, wird auf 
der rechten Seite die Gröfse a?,)*! mit X 1 x 1 -|- ^ 2 x 2 + ^s x 3 
oder mit y! multipliziert u. s. w. Wir erhalten also die Glei- 
chung (15). 
Übungen : 

1) Man berechne die Transformations-Koefficienten für die 
Flächen : 

a) llx 2 + 10y 2 + 6z 2 — I2xy - 8yz + 4zx = 12. 

b) 7x 2 — 13y* + 6z 2 + 12yz - 12zx + 24xy + 84 = 0. 

2) Man berechne die Determinante (13) unter Einsetzung der 
in (19) angegebenen Werte; ebenso leite man aus den Gleichungen 
(18)— (21) die Gleichungen (11) her. 

3) Man ändere die durchgeführten Entwicklungen so um, 
dafs sie auch auf den Fall anwendbar sind, wo einige der Koeffi- 
cienten ai2, a l3 , a 23 verschwinden. 

4) Das Hauptaxenproblem soll rein algebraisch auf beliebig 
viele Variabelen übertragen werden. 

(Die Übertragung der mitgeteilten Resultate ist leicht; das 
Problem bietet aber auch in seiner Weiterführung, an der sich 
die hervorragendsten Mathematiker beteiligt haben, grofses Inter- 
esse. Darüber vergleiche man mehrere Vorlesungen in Hesses 
Geometrie des Raumes, sowie zwei Abhandlungen von Weier- 
strafs vom Jahre 1858 und 1868, Werke B. I S. 233 ff.; B. II S. 19 ff.) 
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S 81. 
Nochmalige Einteilung der Flächen zweiter Ordnung. 

I. Wir haben in den beiden letzten Paragraphen gesehen, 
dafs wir der in beliebigen rechtwinkligen Koordinaten gegebenen 
Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung unter Beibehaltung des 
Anfangspunktes für ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem 
die Form geben können: 
(1) a lX f + a 2 xf + a 8 xf + 2b x x, . + 2b 2 x 2 + 2b s x 3 + c — 0. 

Diese Form wollen wir der Einteilung der Flächen zweiter 

Ordnung zu Grunde legen und zuerst den Fall betrachten, wo 

die Koefficienten ai, a 2 , a 8 von null verschieden sind. Indem 

wir setzen: 

b x b 2 b 8 

x, + — = x, x 2 + — = y, x s = — = z, 

aj a s a 3 

nimmt die Gleichung (1) die Form an: 

I. Ax 8 + By* + Cz* + D = 0. 

Auf diese Form kann die Gleichung jedesmal gebracht werden, 
wenn die Fläche zweiter Ordnung die unendlichferne Ebene in 
einem eigentlichen Kegelschnitte schneidet. 

I A. Für den Fall, dafs D von null verschieden ist, stellt die 
Gleichung I eine eigentliche Mittelpunktsfläche dar. Bei 
der weiteren Einteilung haben wir die Vorzeichen der Quotienten 
A : D, B : D, C : D in Betracht zu ziehen; wir werden dadurch 
auf folgende Arten geführt: 

I A) a) ~ + £ + - 2 + 1 = (imaginäre Fläche) 
a u c 

2^2 -y2 t% 



b) i"« + b* + b = l ( Elli P soid ) 

x* v* z* 

c) -| + fj 2 = * (einschaliges Hyperboloid) 

a o " c 

x^ v* z^ 

d) — —i 9 ^ =SSi l (zweischaliges Hyperboloid). 

IB. Wenn der KoefEcient D in I gleich null ist, so stellt 
die Gleichung: 

Ax* + By* + Cz* = 
einen Kegel im engern Sinne dar. Für die weitere Einteilung 
haben wir zu unterscheiden, ob die drei Koefficienten A, B, C 

Killing» Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 19 
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dasselbe Vorzeichen haben oder ob ein Vorzeichen von den beiden 
andern verschieden ist. Demnach zerfallen die Kegel in zwei 
Arten: 

I'B) a) ^ + g + 5!_o (imaginärer Kegel) 

b) $ + S = % (reeUer Kegd) - 

II. Wir nehmen jetzt an, in der Gleichung (1) sei einer der 

Koefficienten a 1? a 2 , a s gleich null; es sind das diejenigen Flächen, 

welche mit der unendlichfernen Ebene ein Geradenpaar gemeinsam 

haben. Wenn a 8 —» 0, aber z t und a 2 von null verschieden sind, 

h h 

so können wir X] -f- — = y, , x 2 + — = y* > x s = ys setzen; wir 

ai a 2 

finden dadurch die neue Form der Gleichung: 

n - a iy ? + * 2 y l + ^sys + h — 0. 
Diese Form geht, wenn b 8 =j= ist und y! «• x, y 2 = y, 

y a -f- tt- = z gesetzt wird, über in 

II A) Ax* + By 2 + 2Cz — 0. 
Es ist dies die Gleichung eines Paraboloids, d. h. einer 
eigentlichen Fläche zweiter Ordnung, welche von der unendlich- 
fernen Ebene berührt wird. Da wir z mit — z vertauschen dürfen, 
ist das Vorzeichen von C gleichgültig; wir erhalten demnach nur 
die beiden Arten: 

a 

IIA) a): — + ^=2- (elliptisches Paraboloid) 

x 2 v 2 z 

b): — — j- = 2 - (hyperbolisches Paraboloid). 

Wenn in der Form II der Koefficient b 8 = 0, aber h 4= 
ist, so stellt die Gleichung 

IIB) a,x* + a 2 y* + h = 
einen Cylinder dar, d. h. einen Kegel, dessen Spitze im Unend- 
lichen liegt. In Bezug auf das Vorzeichen der Quotienten ^ : h 
und a 2 : h haben wir drei Fälle zu unterscheiden: 

x 2 v 2 

II B) a) : - + f^ -f- 1 = (imaginärer Cylinder) 

x 2 v 2 

b.) : -^ + f^ = 1 (elliptischer Cylinder) 
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x 2 v 2 

c) : — — £- = 1 (hyperbolischer Cylinder). 

Endlich stellt die Form II für b 3 =h = ein Paar ein- 
ander schneidender Ebenen dar: 

x 2 v 2 

HC) a) : — + ^ = (Paar imaginärer Ebenen) 

x 2 v 2 
b) : — — ^ = (Paar reeller Ebenen). 

HI. Wir haben jetzt die Gleichung (1) in dem Falle zu unter- 
suchen, dafs zwei der Koefficienten ai , a 2 , a 3 verschwinden. Die 
Fläche hat mit der unendlichfernen Ebene eine Doppellinie gemein- 
schaftlich. Für a 2 = a 3 = wird die Gleichung der Fläche : 

III. aixf + 2b 1 x l + 2b,, x 2 + 2b 3 x 3 + c = 0. 

Indem wir die Ebene x t = parallel ihrer Anfangslage ver- 
schieben, erhalten wir für den Fall, dafs die Koefficienten b 2 und 
b 3 nicht beide verschwinden, durch eine einfache Umgestaltung 
die Gleichung: 

III A) x 2 + 2by = (parabolischer Cylinder). 
Wenn aber in III die beiden Koefficienten b 2 und b 3 ver- 
schwinden, ohne dafs c null ist, so ergeben sich die beiden Arten: 
III B) a) x 2 + a 2 = (Paar imaginärer paralleler Ebenen) 

b) x 2 — a 2 = (Paar reeller imaginärer Ebenen). 
Endlich können in III die Koefficienten b 2 , b 3 , c gleich null 
sein; dann stellt die Gleichung: 

III C): x 2 = 
eine Doppelebene dar. 

Hierdurch sind wir zu denselben Arten gefuhrt worden, welche 
wir bereits in § 19, 19 (S. 150) erhalten haben. Während wir 
aber früher die Winkel nicht bestimmen konnten, unter denen 
die Koordinatenaxen zu einander geneigt sind, haben wir jetzt 
erkannt, dafs sich die für die einzelne Art charakteristische Form 
jedesmal unter Anwendung rechtwinkliger Koordinaten erreichen 
läfst. Auch erhalten wir die einzelnen Arten in verschiedener 
Reihenfolge. An der früheren Stelle berücksichtigten wir nämlich 
zunächst die projektiven Eigenschaften und dann erst die Lage 
zur unendlichfernen Ebene; hier jedoch schlugen wir den um- 
gekehrten Weg ein, indem wir das Einteilungsprincip zuvörderst 

19* 
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von der Lage zur unendlichfernen Ebene hernahmen und alle 
weiteren Eigenschaften später in Betracht zogen. 

Übungen : 

1) Man gebe die Art der Flächen an, welche durch die 
folgenden Gleichungen in rechtwinkligen Koordinaten dargestellt 
werden : 

a) 5x 2 + 6y 2 + 7z* — 4xy — 4yz — 4 — 0, 

b) — x 2 + 10y 2 + 7z 2 + 16xy + 8yz + 6zx + 2x 

+ 2y + 2z-8, 

c) 7x 2 + y 2 + 2z 2 + 6xy + 8xz - 4yz + 16 = 0, 

2a 2 b 2 

d) (az + by) 2 = — — x + 2abyz, 

e) 4z 2 — 5y 2 — x 2 — 8zx + lOxy + 2x - 20y -f 28z — 10, 

f) z 2 — 6y — 8x = 0, 

g) 5x 2 + 5y 2 — 37x = 0, 

h) x 2 -f 6yz + 3zx + 3xy — 8x — lOy — 9z + 15 — 0. 

(Es genügt, für die neuen Koefficienten Grenzen anzugeben, 
zwischen denen sie liegen, ohne sie genau auszurechnen. Zugleich 
mufs empfohlen werden, auch nach der in § 19 angegebenen 
Methode die Art zu bestimmen.) 

2) Welche Flächen können in rechtwinkligen Koordinaten 
durch die Gleichung dargestellt werden: 

a (x 2 + 2yz) + b (y 2 + 2zx) + c (z 2 + 2xy) — 1. 

Man gebe die Bedingungen an, denen die Koefficienten in 
den einzelnen Fällen genügen müssen. Speciell wähle man 

a) a = b=l, c = 2; ß) a=-b = l, c = — 2; 
/) a = b = c = l; 6) a = b = c=— 1; 

t) a = — b = 5, c = ll. 

3) a) Man nehme an, in der Gleichung 

(m,x, + msjx 2 + m 3 x 3 ) 2 + e x x 2 + e^x 2 + e s x| « 1 
behielten e l5 e 2 , e 3 ihren Wert bei, während m )9 m iy m 8 ihre 
Werte beliebig ändern ; es soll untersucht werden, ob hierbei auch 
die Arten der Flächen Änderungen erleiden. 

b) Umgekehrt sollen mi, m 8 , m 3 feste Werte haben und zu 
^i> e 2 , e 3 jedesmal dieselbe konstante Gröfse 1 hinzugefügt werden; 
man soll die verschiedenen Arten angeben, welche jetzt durch 
die obige Gleichung dargestellt werden. 
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4) a) Der Mittelpunkt einer in Cartesischen Koordinaten ge- 
gebenen Fläche zweiter Ordnung f (x, y, z) = wird durch Auf- 
lösung der Gleichungen gefunden: 

^ = o ^ = »i-o 

öx > Ö Y ' dz ' 

b) Man bestimme hiernach den Mittelpunkt der Fläche: 
7x 2 + 6y* + 5z« — 4yz — 4xy + lOx + 4y -f 6z + 4 = 0. 

c) Wie lautet hiernach die Bedingung für einen (elliptischen 
oder hyperbolischen) Cylinder? 

d) Man wende die hiernach geltende Regel für die Flächen an : 

x* — y« — z* + 2yz + x + y — z = 5 
x* -f y« + z 2 + 2xy + 2x + 2y = 0. 

5) Die rechtwinkligen Koordinaten mögen mit xi, x 2 , x 3 
bezeichnet werden. Wenn jetzt die Gleichung -S?a< x xtXx = l ein 
Ellipsoid darstellen soll, so mufs die Gleichung J(a>) = drei 
positive Wurzeln haben. Alsdann müssen (nach Üb. 2) zu I § 18 
S. 111) die drei Ausdrücke 2>± au a 22 a 33 , a n a 22 — a^, an 
positiv und von null verschieden sein. In diesem Falle sind auch 
die Gröfsen a 22 , a 33 , a n a 83 — a^, a 22 a 3 8 — a 2 2 8 positiv mit 
Ausschlufs des Wertes null. 

6) a) Legt man, wie in 5) die Gleichung wieder in der Form 
ÜZtxXiXx = 1 zu Grunde, so haben die drei Wurzeln a>i, co 2 , 
ö) 3 eine feste geometrische Bedeutung. Nun ist 

a>i + <*>* + ^s = an + a 22 + a 33 

CO X CO % + <ö|«3 + OD 2 O^S =(31^22 a^) 

+ (aua 33 — a^) + (a 22 a 38 — a 2 2 8 ) 
a>ito 2 a? 3 = J£± ana^ass. 

Daher ändern sich auch die auf der rechten Seite dieser 
Gleichungen stehenden Ausdrücke nicht, wenn man das gegebene 
Koordinatensystem durch irgend drei zu einander senkrechte Durch- 
messer ersetzt. 

b) Der Koefficient a { i stellt, falls er positiv ist, das reciproke 
Quadrat der auf der x-Axe vom Mittelpunkte aus abgeschnittenen 
Strecke dar. Somit gilt der Satz: 

Die Summe der reciproken Quadrate von irgend drei auf 
einander senkrecht stehenden Durchmessern einer Fläche zweiter 
Ordnung ist eine konstante Gröfse. 
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c) Ebenso schneidet, falls der Ausdruck a 11 a 22 — a^ positiv 
ist, die xy-Ebene aus der Fläche eine Ellipse aus, für welche das 
reciproke Quadrat bis auf den Faktor 1 : ji % durch jenen Ausdruck 
dargestellt wird. Wir erhalten demnach den Satz: 

Wenn drei durch den Mittelpunkt einer Fläche zweiter Ord- 
nung senkrecht zu einander gelegte Ebenen eine vorgelegte Fläche 
zweiter Ordnung in Ellipsen schneiden, so ist die Summe der 
reciproken Quadrate der Flächenräume konstant. 

d) Die beiden vorstehenden Sätze gelten für das EUipsoid in 
voller Allgemeinheit. 

e) Auf die angegebene Weise ergiebt sich der Satz, dafs das 
reciproke Quadrat aus dem Volumen des Ellipsoids bis auf den 
Faktor 9 : 16# 2 durch die Determinante 2 +2l x ia 22 a.ss dargestellt 
wird. 

7) Für Tripel konjugierter Durchmesser eines Ellipsoids gelten 
die folgenden Sätze, welche genau so bewiesen werden, wie die 
entsprechenden Sätze für die Ellipse. 

a) Die Summe der Quadrate von drei zu einander konju- 
gierten Durchmessern ist konstant. 

b) Die Summe der Quadrate der Projektionen von drei kon- 
jugierten Durchmessern auf eine beliebige gerade Linie oder auf 
eine beliebige Ebene ist konstant. 

c) Das Parallelepipedon, dessen Kanten drei konjugierte Halb- 
messer sind, hat ein konstantes Volumen. 

d) Durchschneidet man einen Cylinder, dessen Mantel ein 
Ellipsoid berührt, durch zwei zu den Kanten senkrechte Tangential- 
ebenen, so hat der abgeschnittene Körper ein konstantes Volumen. 

e) Wenn mehrere Tangentialebenen des Ellipsoids gleichen 
Abstand vom Mittelpunkte haben, so schneiden die zu ihnen 
parallelen Durchmesserebenen aus dem Ellipsoid flächengleiche 
Ellipsen aus. 

8) Umwandlung der Hesseschen Ebenenkoordinaten. 

a) Es seien sowohl x t , x 2 , x 3 , als auch yx, y 2 , y s recht- 
winklige Punktkoordinaten; als Ebenenkoordinaten mögen zu den 
ersteren die u 1? u 2 , u 3 , u 4 , zu den letzteren die Vi, v 2 , v 8 , v 4 
gehören. 

Setzen wir 

x i = *iyi -f^^ + ^ys + a i 
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x s = *»yi + ^ 8 y 8 + v *y* + a s> 

so geht der Ausdruck x t u x + x 2 u 2 + x s u s + u 4 m e * ne Funktion 
von y 19 y 2 , y 8 und u x , u 2 , u 8 , u 4 über, und da diese auch gleich 
y 1 v 1 +y 2 v 2 +y8 v s + v 4 se ' n m ufs, folgen die Formeln: 

V l ^^1 + *2 U 2 +^s u » 
V 2=^l U l+^2 U 2+^3 U 8 
V 8= r i U l+ i; 2 U 2+ i; 8 U 8 

v 4 = a t u x + a 2 u 2 + a 8 u 8 + u 4 . 

b) Man leite diese Formeln direkt aus der geometrischen 
Bedeutung der Hesseschen Koordinaten her. 

c) Man versuche, von den Formeln (11) § 4, 9 (S. 28) aus 
zu den angegebenen Ausdrücken zu gelangen. 

9) Mit Hilfe der in 8) a) angegebenen Formeln soll die 
Gleichung : 

SAutvuuu + 2u 4 SB t vu + Cuf = («, x — 1, 8, 3) 
für Hessesche Koordinaten auf ihre einfachste Form gebracht 
werden. 

a) Wenn C =f= ist, so kann man durch Parallelverschiebung 
(2 1 = (£ 2 = v 3 = 1, 2 2 = 2 8 = ...== 0) erreichen, dafs die 
neue Form wird SAix'niUx + u£ — 0. Dann läfst sich durch 
blofse Drehung (a x = a 2 = a s = 0) eine der folgenden Formen 
erreichen, in denen e x , e 2 , e 8 als von null verschieden voraus- 
gesetzt werden: 

e i u ! + e 2 u l + e 3 u I + uf = (eigentliche Mittelpunktsfläche) 
e i u i + e 2 u l + u| = (Mittelpunktskurve) 
e^uf + uf =0 (Punktepaar im Endlichen) 
u| = (Doppelpunkt im Endlichen). 

b) Wenn C = ist, aber B^ + B 2 u 2 +B 8 u 8 nicht iden- 
tisch verschwindet, so erreicht man durch Drehung die neue Form 

2Aix Ui u x + 2u 8 u 4 — 0, 
wo A 12 ' = sein soll. 

Durch Verschiebung erreicht man, dafs auch die Koefficienten 
von u x u 8 , u 2 u 8 , u| verschwinden. Demnach erhalten wir fol- 
gende Arten: 

e x uf + e 2 u| + 2u 3 u 4 — (Paraboloid) 
e x uf -f 2u 8 u 4 == (Parabel) 
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u 3 u 4 = (Paar aus einem eigentlichen und einem uneigent- 
lichen Punkte). 

c) Wenn endlich C = B 1 =B 2 =B 8 =0 ist, so genügt die 
Drehung, um eine der folgenden Formen zu erhalten: 

e i u i+ e 2 u !+ e 8 u ! = ^ (Kurve im Unendlichfernen) 
e i u ! + e 2 u ! -' (unendlichfernes Punktepaar) 
uf=ö (unendlichferner Doppelpunkt). 

d) Man führe die weitere Einteilung der in a), b), c) ange- 
gebenen Arten durch. 

e) Inwiefern wird bei der durchgeführten Untersuchung die 
unendlichferne Ebene bevorzugt? 

10) a) Man übertrage die Untersuchungen der §§ 29 und 30 
auf das Problem, die Gleichung 

SAixUiU» = uf (*, x = 1, 2, 3) 

unter Beibehaltung von Hesseschen Koordinaten auf ihre einfachste 
Form zu bringen. 

b) Man zeige, dafs die Ausdrücke 

A 1X + A 22 + A 88 , (A X1 A 22 — A^)-}-..., -S±A 11 A 22 A 33 
ihren Wert beibehalten, wenn man die Koordinaten unter Bei- 
behaltung des Anfangspunktes und der Rechtwinkligkeit beliebig 
verändert. 

c) Wenn die Gleichung ein Ellipsoid darstellt, so ist der 
Koefficient A! i das Quadrat des Abstandes des Mittelpunktes von 
einer zur yz-Ebene parallelen Tangentialebene. Demnach gilt 
der Satz: 

Die Summe der Quadrate der Abstände des Mittelpunktes 
einer Fläche zweiter Ordnung von irgend drei zu einander senk- 
rechten Tangentialebenen derselben ist eine konstante Gröfse. 

d) Der geometrische Ort des Schnittpunktes von drei zu 
einander senkrechten Tangentialebenen einer Oberfläche zweiter 
Ordnung ist eine Kugel. 

e) Wenn der Ausdruck An+A^+Ass negativ ist, so 
besitzt die Fläche keine drei auf einander senkrecht stehende 
Tangentialebenen. 

f) Wenn Au + A 22 + A 38 =0 ist, so können nur drei 
solche Tangentialebenen der Fläche auf einander senkrecht stehen, 
welche zugleich den Asymptotenkegel berühren. 

g) Wenn die Fläche von einem elliptischen Cylinder berührt 
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wird, dessen Axe die z-Axe ist, so stellt der Ausdruck Ai i A 2 2 — A t 2 2 
bis auf einen festen Zahlfaktor das Quadrat der Ellipse dar, in 
welchem die xy-Ebene von diesem Cylinder geschnitten wird. 
Wir wollen unter der gemachten Voraussetzung diese Ellipse als 
die Projektion der Fläche auf die xy-Ebene bezeichnen. Hiernach 
dürfen wir sagen: 

Die Summe aus den Quadraten der Projektionen einer Fläche 
zweiter Ordnung auf irgend drei zu einander senkrechte Ebenen 
ist eine konstante Gröfse. 

h) Wenn dieselbe Fläche in zusammengehörigen rechtwink- 
ligen Punkt- und Ebenenkoordinaten vermittelst der Gleichungen 
-2"a/xX£Xx=l und -27Aixu £ ux = uf dargestellt wird, so soll die 
Beziehung der Koefficienten a<x zu den Koefficienten A** ange- 
geben und die in Üb. 6) a) und in Üb. 9) b) aufgestellten In- 
varianten in doppelter Weise ausgedrückt werden. 

11) a) Im allgemeinen enthält eine Fläche zweiter Ordnung 
keine drei senkrecht zu einander geneigte gerade Linien; sobald 
aber ein einziges derartiges Tripel auf der Fläche liegt, enthält 
sie deren unendlich viele. 

Erster Beweis: Wenn ein derartiges Tripel der Fläche an- 
gehört, liegen in ihrer unendlichfernen Kurve die Eckpunkte eines 
Polardreiecks zum unendlichfernen Kugelkreise; somit folgt der 
Satz aus Üb. 4) c) d) zu I § 21 (I S. 128). 

Zweiter Beweis: Die unendlichferne Kurve J£a/xx*xx=0 
mufs zum Kugelkreise uf-f-uf+ulj— in der angegebenen 
Beziehung stehen; also mufs a n -f-a 22 + a 33 =0 sein. 

Dritter Beweis : Man kann die Koordinatenaxen den Geraden 
parallel wählen; dann mufs a 21 = a 22 = a 33 = sein; die Summe 
a n + a 2 2 + a 33 bleibt aber nach Übung (5) für jede Wahl der 
rechtwinkligen Koordinaten ungeändert. 

(Es wird empfohlen, auch die Beweise der in den folgenden 
Übungen angeführten Lehrsätze nach den verschiedenen, hier an- 
gedeuteten Richtungen hin durchzuführen.) 

b) Zwei Systeme von je drei geraden Linien, welche von 
demselben Punkte ausgehen und auf einander senkrecht stehen, 
gehören einem Kegel zweiter Ordnung an. 

c) Ein Kegel, welcher drei auf einander senkrecht stehende 
Kanten enthält, heifst ein gleichseitiger Kegel. Die Gleichung 
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desselben kann für rechtwinklige Koordinaten auf die Form ge- 
bracht werden: 



?! 4- z? = — 

a *-Tb* C 8 ' 



1.1 1 .. 

WO — + r- — — ist. 

a 2 b* c* 



(Man vergleiche für die folgenden Übungen die in I § 29 
unter 2) zusammengestellten Sätze.) 

d) Ein Büschel konzentrischer Kegel enthält entweder einen 
einzigen gleichseitigen Kegel, oder alle seine Kegel sind gleich- 
seitig. Im letzteren Falle gehören ihm drei Paare von Ebenen 
an, die auf einander senkrecht stehen. 

e) Jeder Kegel, der durch die drei Kanten eines Dreikants 
und seinen Höhenstrahl geht, ist gleichseitig. 

(Durch zwei Ebenenpaare, deren Ebenen je auf einander 
senkrecht stehen, wird ein Büschel von lauter gleichseitigen Kegeln 
bestimmt.) 

f) Alle gleichseitigen Kegel, die durch drei gerade Linien 
gehen, welche sich in demselben Punkte schneiden, enthalten auch 
einen festen vierten Strahl. 

g) Die drei Kanten eines Dreikants und der zugehörige 
Höhenstrahl haben die Eigenschaft, dafs, welche drei von diesen 
vier Strahlen auch zu Kanten eines Dreikants gewählt werden,- 
der vierte jedesmal der Höhenstrahl ist. \ 

h) Jede auf einer Erzeugenden eines gleichseitigen Kegels \ 
senkrechte Ebene schneidet aus der Fläche eine gleichseitige Hy- 
perbel aus. 

(Kennt man die Richtung der Asymptoten der Schnittlinie?) 

i) Sobald irgend eine auf einer Erzeugenden eines Kegels 
senkrechte Ebene aus ihm eine gleichseitige Hyperbel ausschneidet, 
ist er selbst gleichseitig. 

k) Wenn der gleichseitige Kegel für zwei verschiedene recht- 
winklige Systeme (x, y, z) und (g, r\> £) die Gleichungen hat: 

ayz + 0zx -f /xy — und a'//£ + jj'gg + y§q = 0, 

so mufs sein: 

( ft» + ft' + r 8 )» _ (fl'i + ff» + /i)3 
(afr)* (aßyy 
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(Denkt man sich die erste Gleichung vermittelst der unter 
(13) § 29 angegebenen Gleichungen transformiert, so bleiben die 
Ausdrücke a 2 -f- ß* -f- y* und aßy ungeändert; nun darf man die 
neue Gleichung mit einer beliebigen Konstanten multiplizieren.) 

1) Wenn zwei Kegel für dasselbe rechtwinklige System durch 
die Gleichungen dargestellt werden: 

ayz -f- ßzx -\- yxy = und «yz -|- ß 'zx + / xy = 0, 
und zwischen den Koefficienten die unter k) angegebene Beziehung 
besteht, so sind die Kegel kongruent. 

m) Der Ort der Schnittpunkte von irgend drei auf einander 
senkrecht stehenden Tangenten an eine Fläche zweiter Ordnung 
ist selbst wieder eine Fläche zweiter Ordnung. 

Die Gleichung des vom Punkte (x, y', z') an die Fläche 
«x 2 + ßy 2 -f-yz 2 = 1 gelegten Tangentialkegels ist nach Üb. 4 
zu § 15 (S. 115): 

(«x 2 + /9y 2 + 7z 2 — 1) (ax* + ßy'* + yz"* — 1) 

— (axx' + |3yy' + yzz' — l) 2 — 0. 

Damit dieser Kegel gleichseitig ist, mufs nach a) die Summe 
der Koefficienten von x 2 , y 2 , z 2 verschwinden; es mufs daher 
sein: 

a(ß + y)x> + ß (y + a)y* + y(a + ß)z* = a + ß + y. 

Ist die Gleichung der gegebenen Hache «x 2 + /?y 2 = 2z, so 
wird die Gleichung des Ortes: 

aß (x 2 + y 2 ) — 2 (« + ß) z — 1 = 0. 

12) a) Wenn ein einschaliges Hyperboloid unter den Erzeu- 
genden der einen Schar drei enthält, welche senkrecht zu ein- 
ander geneigt sind, so heifst es gleichseitig. 

b) Der Asymptotenkegel eines gleichseitigen Hyperboloids 
ist selbst gleichseitig. 

c) In jeder Geradenschar eines gleichseitigen Hyperboloids 
giebt es unendlich viele Tripel von Erzeugenden, welche senk- 
recht zu einander geneigt sind. 

d) Damit das Hyperboloid 

— 4. £* — — = i 

a 2 ""^ 2 c 2 

gleichseitig ist, mufs sein — - + r-z = — • 

a- b* c z 
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e) Jede Ebene, welche auf einer Erzeugenden eines gleich- 
seitigen Hyperboloids senkrecht steht, schneidet die Fläche in 
einer gleichseitigen Hyperbel. 

f ) Sobald ein Hyperboloid von einer Ebene, welche auf einer 
seiner Erzeugenden senkrecht steht, in einer gleichseitigen Hyperbel 
geschnitten wird, ist dasselbe gleichseitig. 

g) Soll die Gleichung ayz + ßzx -\- yxy +1 = ein gleich- 
seitiges Hyperboloid darstellen, so darf man die Koefficienten a, 
0, / als positiv voraussetzen. 

(Zunächst mufs das Produkt aßy positiv sein; indem man die 
positive und negative Richtung der z-Axe vertauscht, ändern a 
und ß ihr Zeichen.) 

h) Wenn die Gleichungen «yz -f- ßzx + yxy + 1 = und 
arjC, + ß'£§ + y'$T] + 1 = für verschiedene rechtwinklige Systeme 
dieselbe Fläche darstellen, so mufs sein: 

a 2 + /? 2 + 7 2 = a' 2 + 0'* + y'* und aßy = aßy. 

i) Die Gleichung eines gleichseitigen Hyperboloids kann unter 
der Annahme, dafs a, b, c positive Gröfsen sind, immer in der 
Form dargestellt werden: 

yz zx xy Q 

bc ca ab 

Der Fläche gehören die sechs geraden Linien an: 
y = b, z-= — c; z = — c, x = a; x = a, y= — b; 
y = — b, z = c; z = c, x= — a; x= — a, y = b. 

Diese bilden sechs zusammenhangende Kanten eines recht- 
winkligen Parallelepipedons, dessen sechs andere Kanten nicht in 
der Fläche liegen. Die sechs Seitenflächen dieses Parallelepipedons 
sind Tangentialebenen an die Fläche; zwei seiner Eckpunkte liegen 
nicht in der Fläche, während in den sechs andern die Seiten- 
flächen berühren. 

(Die positiven Gröfsen a, b, c lassen sich nur auf eine Weise 
so bestimmen, dafs die hier vorausgesetzte Form mit der in g) 
angegebenen identisch wird.) 

k) Auf der Fläche liegen unendlich viele Parallelepipeda von 
der in i) angegebenen Eigenschaft, indem man eine seiner Kanten 
beliebig unter ihren Erzeugenden wählen kann. Die Eckpunkte 
aller dieser Parallelepipeda liegen auf einer mit der Fläche kon- 
zentrischen Kugel und ihre Volumina sind gleich grofs. 
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(Aus den in h) angegebenen Gleichungen folgt, dafs auch 
die Werte a* + b*-}-c 2 und abc sich nicht ändern, wenn man 
verschiedene Koordinatensysteme benutzt, für welche die Gleichung 
die in c) angegebene Form erhält.) 

13) Weitere Übungen im Anschlufs an 10) und 11) sowie 
an die im Anhange zu § 26 unter 11) (S. 242) gegebenen Sätze. 

a) Die vier Höhen eines beliebigen Tetraeders sind vier Er- 
zeugende der einen Schar eines gleichseitigen Hyperboloids, und 
die vier in den Höhenpunkten der Seitenflächen auf ihnen errich- 
teten Senkrechten sind Erzeugende der andern Schar. 

(Dafs die acht genannten Geraden einer Fläche zweiter Ord- 
nung angehören, folgt unmittelbar aus jenen auf S. 242 angegebenen 
Sätzen, wenn man zur Vermittlung der reciproken Zuordnung 
den unendlichfernen Kugelkreis benutzt. Die Geraden gehören 
verschiedenen Scharen an, w T eil je zwei in einer Ebene liegen. 
Aus Üb. 2) zu I § 29 und dem soeben unter 11) f) angeführten 
Satze folgt, dafs das Hyperboloid gleichseitig ist.) 

b) Drei beliebige Erzeugende eines gleichseitigen Hyperboloids 
können als Höhen eines Tetraeders angenommen werden. Nach- 
dem man alsdann noch den Fufspunkt der einen Höhe auf der 
entsprechenden Geraden willkürlich gewählt hat, ist das Tetraeder 
bestimmt. 

c) Den Mittelpunkt desjenigen Hyperboloids zu finden, wel- 
ches die vier Höhen eines gegebenen Tetraeders enthält. 

d) Wenn man durch die Mitte irgend einer Kante des Te- 
traeders zur Gegenkante die senkrechte Ebene legt, so schneiden 
sich diese sechs Ebenen in einem Punkte, dem Mittelpunkte des 
durch die Höhen gehenden Hyperboloids. 

e) Sollen zwei Höhen eines Tetraeders einander schneiden, 
so mufs die Kante, welche die zugehörigen Eckpunkte verbindet, 
zu ihrer Gegenkante normal geneigt sein; dann gehen auch die 
beiden andern Höhen durch einen Punkt. 

f) Sobald zwei Kanten eines Tetraeders je zu ihren Gegen- 
kanten senkrecht geneigt sind, gilt dasselbe auch von dem dritten 
Paare Gegenkanten, und die vier Höhen gehen durch denselben 
Punkt hindurch. 

14) a) Im allgemeinen wird ein Kegel zweiter Ordnung nicht 
von drei Ebenen berührt, die auf einander senkrecht stehen; 
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sobald es ein einziges Tripel von Tangentialebenen des Kegels giebt, 
die auf einander senkrecht stehen, giebt es deren unendlich viele 
(orthogonaler Kegel). 

(Ist die Gleichung der unendlichfernen Kurve des Kegels in 
Hesseschen Linienkoordinaten J£Ai X UiU X = Q ((,«»1,2, 3), so 
mufs nach I § 29 Üb. 2) sein A n + A 22 -f" Aas ==» 0, wofern die 
Kurve von den Seiten eines Polardreiecks des unendlichfernen 
Kreises x* + y*-f-z 2 = berührt wird.) 

b) Wenn von einem Punkte zwei Tripel von Ebenen aus- 
gehen, die auf einander senkrecht stehen, so läfst sich immer ein 
Kegel zweiter Klasse konstruieren, der von den sechs Ebenen 
berührt wird. 

c) Der Schnittpunkt von irgend drei auf einander senkrecht 
stehenden Tangentialebenen einer Fläche zweiter Klasse ist ent- 
weder eine Kugel oder eine Ebene. 

Wenn die Gleichung der Fläche ist auf + 0u| + 7U§ = uf, 
so wird die Gleichung des vom Punkte (x, y, z) ausgehenden 
Tangentialkegels erhalten, indem man zu der gegebenen Gleichung 
die weitere Gleichung hinzunimmt: UiX -f- u 2 y + u 8 z + u 4 = ö. 
Demnach ist die Gleichung der unendlichfernen Kurve des Kegels 
auf + 0uf + 7 u| - (u lX + u 2 y + u,z)» = 0. 

Die Bedingung lautet demnach: x 2 + y 2 + z 2 = a + 0-|-y. 

Setzen wir aber die Gleichung der Fläche in der Form 
voraus: auf + 0u| -f- 2u 8 u 4 = 0, so wird die Gleichung der un- 
endlichfernen Kurve des Kegels: 

auf + ßu* — 2u 3 (u lX + u 2 y + u 8 z) = 
und die Bedingung lautet : a + ß — 2z = 0. 

d) Man übertrage den in c) angegebenen Satz auf den Fall, 
dafs die Fläche zweiter Klasse durch einen Kegelschnitt ersetzt 
wird. 

(Für den Beweis setze man ß = in der vorhin gebrauchten 
Formel.) 

§ 32. 

Die Rotationsflächen zweiter Ordnung. 

1. Diejenigen Flächen zweiter Ordnung, für welche zwei von 
null verschiedene Wurzeln der in den vorangehenden Paragraphen 
benutzten Gleichung A (co>) = ö einander gleich sind, gehören zu 
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der wichtigen Klasse der Rotations- oder Umdrehungs- 
flächen. Wenn eine Kurve sich um eine feste Gerade als Axe 
dreht, ohne ihre Gestalt und ihre Lage zur Geraden zu ändern, 
so beschreibt sie eine Fläche, welche als Unidrehungsfläche be- 
zeichnet wird. Bei dieser Drehung beschreibt jeder Punkt der 
Kurve einen Kreis, dessen Ebene auf der Axe senkrecht steht; 
die Umdrehungsfläche wird somit von- jeder zur Rotationsaxe 
senkrechten Ebene in Kreisen geschnitten. Zugleich wird jeder 
derartige Kreis und damit auch die Fläche bei der Drehung in 
sich verschoben. Dafs die beiden letzten Eigenschaften auf das- 
selbe hinauskommen, sieht man unmittelbar ein. Wenn aber 
umgekehrt eine Fläche von jeder, zu einer festen Geraden senk- 
rechten Ebene in einem oder in mehreren Kreisen geschnitten 
wird, so ist sie eine Umdrehungsfläche, welche durch Umdrehung 
einer bestimmten ebenen Kurve erhalten wird, nämlich derjenigen 
Kurve, in welcher eine beliebige durch die feste Gerade gelegte 
Ebene die Fläche durchschneidet, wie daraus hervorgeht, dafs alle 
durch diese Gerade gelegten Ebenen aus der Fläche kongruente 
Kurven herausschneiden. Während es hiernach nur eine einzige, 
mit der Rotationsaxe in einer Ebene gelegene Linie giebt, durch 
deren Drehung eine vorgelegte Umdrehungsfläche entstehen kann, 
hat jeder beliebige auf einer solchen Fläche verlaufende Linienzug 
die Eigenschaft, dafs durch seine Umdrehung wenigstens ein Teil 
der Fläche erzeugt wird. 

2. Hiernach läfst sich die Gleichung einer Umdrehungsfläche 
am einfachsten schreiben, wenn man unter Anwendung recht- 
winkliger Koordinaten die Umdrehungsaxe mit einer Koordinaten- 
axe zusammenfallen läfst. Wird etwa die Drehung um die z-Axe 
ausgeführt und die Gleichung der Schnittlinie mit der yz-Ebene 
in der Form 

x = xp (z) 
vorausgesetzt, so wird die Gleichung der Fläche: 

(1) x* + y* = <p(z), 
falls <p (z) = (ip [z]) 2 angenommen wird. 

In der That kommt eine beliebige Drehung um die z-Axe 
auf die Transformation hinaus: 

x =a g cos a — rj sin a, y = g sin a + *] cos a, z = £. 

Hierbei ändert sich aber die Gleichung (1) nicht; die Fläche 
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bleibt also bei einer jeden Drehung um die z-Axe in Deckung 
mit ihrer Anfangslage. 

3. Gehen wir speciell zu den Rotationsflächen zweiter Ord- 
nung über, so sehen wir, dafs in der Gleichung (1) g> (z) eine 
ganze rationale Funktion zweiten Grades sein mufs, die in einer 
der beiden Formen «z 2 + ß oder 2az vorausgesetzt werden darf. 
Demnach hat die beim Hauptaxenproblem auftretende Gleichung 
A (cd) = zwei gleiche Wurzeln. Nun genügt allerdings eine 
einzige Bedingung zwischen den KoeiEcienten einer Gleichung, 
wenn zwei ihrer Wurzeln einander gleich werden sollen. In 
unserm Falle zieht aber, wie wir gesehen haben, die Gleichheit 
zweier Wurzeln noch weitere Besonderheiten nach sich. Dem- 
entsprechend hat die Gleichung A (a>) = für die Fläche 

(2) Ziixxtxx + 2 2b l x l + c = 
bei Anwendung rechtwinkliger Koordinaten x, , x 2 , x 3 nur dann 
gleiche Wurzeln, wenn ist: 

(3) a .. a !2 a i 3 a a 2 I a 2 3 a a 3i a 32. 

V/11 ty 22 ty 33 ty 

a 23 *31 a 12 

Wofern einer der Koefficienten a 28 , a 3] , a l2 gleich null wird, 
mufs mindestens noch ein zweiter verschwinden; für a, $=a 2 8 =0 
tritt die weitere Bedingung hinzu: 

W V a i 1 a 3 3K a 2 2 a 3 3' ==a i2* 

Endlich mufs für a 28 = a 81 = a 12 =0 sein: 

W ( a il a 2 2) ( a il a 3 8/ ( a 2 2 ~~ a 3 3) = ^« 

4. Statt diese Bedingungen, wie wir soeben gethan haben, 
aus den früheren Entwicklungen herüberzunehmen, können wir 
sie auch direkt begründen, indem wir andere Eigenschaften der 
Rotationsflächen zu Grunde legen. Soeben haben wir darauf hin- 
gewiesen, dafs die Aufgabe, die Axen zu finden, für jede Um- 
drehungsfläche unbestimmt wird. Dies Problem haben wir aber 
früher darauf zurückgeführt, Tripel von Richtungscosinus X lt X 2 , 
X$ zu bestimmen, welche den Gleichungen genügen: 

(a t x - a>) X x + a x 2 X 2 + a 1 3 X 3 = 
(6) a 21 2 x + (a 22 — a>)X 2 + a 23 *3 =0 

a 81^1 + a 82^2 +( a ^8 — <°)*8 = - 

Hier mufs der Gröfse co ein Wert beigelegt werden, welcher 
bewirkt, dafs eine der drei Gleichungen eine Folge der beiden 
andern wird; dann genügen diese beiden Gleichungen, um die 
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Verhältnisse J, : X 2 : 2L* zu finden. Soll das Problem unbestimmt 
werden, so müssen bei einem geeigneten Werte von co die drei 
Gleichungen auf eine einzige hinauskommen. Jetzt müssen für 
geeignete Koefficienten q und die Gleichungen bestehen: 

P'*!! — <») — a 21 , pa 12 =«a 22 — a>, pa 13 = a 23 , 
o (a x t — co) = a 3 x , üa x 2 = a 3 2 , öaj 3 = a 3 3 — co. 

Demnach mufs sein: 

a 2 ^ 

co — a x j — = a 2 2 pa x 2 — a 3 3 oz x 3 . 

Indem man hierin für q den Wert a 23 : a 13 und für 6 den 
Wert a 23 : a 21 einsetzt, folgen wieder die Bedingungen (3). 

Dabei haben wir allerdings vorausgesetzt, dafs keiner von 
den Koefficienten a 12 , a 23 , a 31 verschwindet; der Ausnahmefall 
läfst sich aber wieder sehr einfach erledigen. 

5. Die Betrachtung derjenigen Form, welche für die Gleichung 
der Rotationsflächen charakteristisch ist, führt ganz direkt zur 
Aufstellung der Bedingungsgleichungen. Wir nehmen an, die 
Gleichung (2) stelle eine Rotationsfläche dar; ein neues recht- 
winkliges Koordinatensystem (yi,y 2 >y3) se i so gewählt, dafs die 
Axe y! = y 2 = zur Rotationsaxe der Fläche parallel ist. Dann 
mufs sein : 

^a,*x,x*=A(y?+yl) + By§; 

zugleich mufs aber auch, weil beide Systeme rechtwinklig sind, 
die Bedingung erfüllt sein: 

Demnach ist 
(7) ^ ^a /x x, x x r A (xf + xf + x§) — (B - A) y§, 
oder die linke Seite dieser Gleichung stellt ein vollständiges Qua- 
drat dar. 

Nun haben wir im ersten Teile § 17 (IS. 105) gesehen, 
dafs eine homogene Funktion zweiten Grades von drei Variabein 
nur dann ein Quadrat wird, wenn die sämtlichen Unterdetermi- 
nanten aus der Determinante der Form verschwinden. In unserm 
Falle müssen also die drei Gleichungen 

(a! i — A) xi + a Y 2 x* + a, 3 x 3 => 
a 21 Xi -f (a 22 — A) x 2 + a J j 3 x 3 = 
asiXi + a 32 x 2 + (a 33 — A) x 5 = 

Killing-, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 20 
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auf eine einzige hinauskommen. Diese sind aber mit den Glei- 
chungen (6) identisch, falls man k l9 jt 2 , 1$ durch xi, x 2 , x 3 und 
co durch A ersetzt. 

Ebenso leicht ist es aber, aus der Gleichung (7) direkt weitere 
Folgerungen zu ziehen. Wir schreiben der Kürze wegen q statt 
B — A und setzen 

y» = «iX! + a 2 x 2 + « 3 x 3 . 
Dann ergeben sich durch Vergleichung der Koefficienten von 
xf, x|, x|, x*x 3 , X3X1, X!X 2 die Gleichungen: 

*n — A = pa» a 28 =Qa 2 a 3 

( 8 ) a 22 — A = pa| a 8 i = e a 3 a i 

a 38 — A = ^a§ aj 2 =(>« 1 a 2 . 

Aus den drei letzten Gleichungen folgt: 

Qal _ £ii?ii ^ _ h*hx t p„| =, i^u, 

a 28 a 81 a i2 

und indem man diese Werte in die drei ersten Gleichungen ein- 
setzt, ergeben sich wieder die früher gefundenen Bedingungen. 

Wie wir in § 25 des ersten Teiles (I S. 166) gesehen haben, 
sagt die Gleichung (7) aus, dafs die beiden unendlichfernen Kurven 
2zix X£ xx = und xf+x|+x|==0 sich in den beiden Punkten 
der Geraden y 3 =0 berühren. Wir dürfen daher sagen, jede 
Rotationsfläche zweiter Ordnung gehe mit dem unendlichfernen 
Kugelkreise eine doppelte Berührung ein. 

6. Wir können die Bedingungsgleichungen für die Rotations- 
fläche auch aus der Eigenschaft herleiten, dafs sie von jeder zur 
Rotationsaxe senkrechten Ebene in einem Kreise geschnitten wird. 
Nun giebt es stets einen Kreis, der durch zwei feste Punkte geht, 
und dessen Mittelpunkt in einer vorgeschriebenen Geraden liegt, 
wofern diese mit der Verbindungslinie der beiden Punkte, ohne 
zu ihr parallel zu sein, in einer Ebene liegt. Daraus folgt, dafs 
sich durch zwei Kreise, welche in parallelen Ebenen so liegen, 
dafs die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte auf den Ebenen senk- 
recht steht, eine Kugel legen läfst. Somit geht durch zwei 
parallele Kreise einer Rotationsfläche eine Kugel, deren Mittel- 
punkt in der Rotationsaxe liegt. Dem Büschel, welcher durch 
die gegebene Fläche und eine solche Kugel bestimmt wird, gehört 
auch das Paar der parallelen Ebenen an. Aus dieser Eigenschaft 
wollen wir die Bedingungsgleichungen herleiten. 
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Zu dem Ende legen wir die Gleichung der Fläche wieder 
in der Form (2) zu Grunde, schreiben sie auch kurz F=»0; die 
Gleichung der Kugel wollen wir kurz K — 0, ausführlich 

( Xl - e,) 2 + (x 2 - e 2 ) 2 + (x s - e $ ) 2 - r 2 = 

schreiben; endlich sollen a Xy a 2 , « 3 die Richtungscosinus der zu 
den Ebenen errichteten Senkrechten und m und n die Abstände 
dieser Ebenen vom Anfangspunkte der Koordinaten sein. Als- 
dann müssen sich zwei Koefficienten co und q so bestimmen 
lassen, dafs ist: 

F — coK = q (a Y X! + a 2 x 2 + « 3 x 3 + m) («, X! + a 2 x 2 + a 8 x 8 + n). 

Damit hier die Glieder zweiten Grades beiderseits überein- 
stimmen, mufs sein : 

2!a lx xiXx — co(x\ + x| +x|) = ()(a 1 x 1 -f a 2 x 2 + a s x 3 ) 2 . 

Das ist wieder die Gleichung (7); wir werden daher auch 
hier auf die früheren Bedingungsgleichungen geführt. 
Hierzu treten die folgenden Gleichungen: 

2bi — 2coei = P«i (tn -f- n) 
(9) 2b 2 — 2coe 2 = ga 4 (m + n) 
2b s — 2coe$ == qcc 9 (m + n) 
c — co (ef -f e| + e| — r*) = gmu. 
Vermittelst dieser Gleichungen können wir die unbekannten 
Gröfsen e l3 e 2 , e 3 und r 2 berechnen 

7. Die zuletzt durchgeführte Untersuchung stützt sich auf die 
Annahme, dafs es eine Kugel giebt, von der die Fläche in zwei 
parallelen Kreisen geschnitten wird, oder mit andern Worten, 
dafs die Fläche zwei parallele Kreise enthält, deren Mittelpunkte 
durch eine zu ihren Ebenen senkrechte Gerade verbunden werden. 
Demnach können wir sagen: 

Sobald eine Fläche zweiter Ordnung von irgend zwei paral- 
lelen Ebenen in Kreisen geschnitten wird, deren Mittelpunkte in 
einer zu den Ebenen senkrechten Geraden liegen, ist sie eine 
Umdrehungsfläche, deren Rotationsaxe mit dieser Geraden zu- 
sammenfällt. Dann schneidet jede um einen Punkt dieser Axe 
beschriebene Kugel die Kugel in zwei Kreisen, deren Ebenen auf 
der Axe senkrecht stehen. 

8. Wenn zwei Flächen zweiter Klasse sich in zwei Punkten 
berühren, so gehört der durch sie bestimmten Schar ein Punkte- 

20* 
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paar an. Demnach enthält auch diejenige Flächenschar, welche 
durch Zusammenstellung einer Rotationsfläche zweiter Klasse mit 
dem unendlichfernen Kugelkreise erhalten wird, ein Punktepaar. 
Sind daher M und N zwei lineare Ausdrücke in Ui . . . u 4 , so 
läfst sich die Gleichung einer Rotationsfläche zweiter Ordnung 
in Hesseschen Koordinaten auf die Form bringen: 

(10) 2A IX ut u x = q (uf + u| + u|) + öMN. 

Wir wollen indessen nicht darauf eingehen, hieraus die Be- 
dingungen herzuleiten, denen die Koefficienten A tx auf der linken 
Seite dieser Gleichung genügen müssen. Für unsern Zweck ist 
es hinreichend, folgendes zu beachten. Ein Punktepaar kann, falls 
seine Punkte im Endlichen liegen, vermittelst Hessescher Koordi- 
naten in der Form dargestellt werden: Au| -f- Bu| = 0; demnach 
kann man in dem entsprechenden Falle die Gleichung der Rota- 
tionsfläche, in der Gestalt voraussetzen: 

(11) uj + uj+auj+buj— 0. 

Wenn aber der eine Punkt im Unendlichfernen liegt, so kann 
man der Gleichung des Paares die Form geben: u 8 u 4 =0; dem- 
nach erhält man für die Fläche die Gleichung: 

(12) u? + u!+u§ + 2au 8 u 4 = 0, 
oder, wenn man Heber will: 

(13) uf +uf +2au 3 u 4 =0. 

Umgekehrt kann man aber auch von den Punkt- zu Ebenen- 
koordinaten übergehen, dadurch ebenfalls die Gleichungen (11) 
bis (13) herleiten und jetzt aus diesen Formen unmittelbar er- 
sehen: 

1) dafs die aus einer Umdrehungsfläche zweiter Ordnung und 
dem unendlichfernen Kugelkreise gebildete Schar ein Punktepaar 
enthält, und 

2) dafs jede solche Fläche mit dem unendlichfernen Kugel- 
kreise eine doppelte Berührung eingeht. 

Die erste dieser beiden Eigenschaften läfst auch folgenden 
Ausspruch zu: 

Alle von den Punkten des unendlichrernen Kugelkreises an 
eine Rotationsfläche zweiter Ordnung gelegten Tangentialebenen 
gehen durch zwei feste Punkte. 

Die Punkte dieses Paares heifsen die Brennpunkte der Ro- 
tationsfläche; man sieht sehr leicht, dafs sie auf der Axe liegen 
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und auch Brennpunkte für denjenigen Kegelschnitt sind, durch 
dessen Umdrehung die Fläche entsteht. 

9. Die soeben gefundene Flächenschar führt uns auf eine 
weitere wichtige Eigenschaft der Rotationsflächen zweiter Ord- 
nung. Wir benutzen zu dem Zwecke den Satz, dafs zwei Ebenen, 
welche konjugierte Polarebenen für irgend zwei Flächen einer 
Flächenschar zweiter Klasse sind, auch einander in gleicher Weise 
für jede Fläche der Schar zugeordnet sind. Irgend einef Ebene 
sind in Bezug auf ein Punktepaar alle durch einen festen Punkt 
ihrer Verbindungslinie gehenden Ebenen und in Bezug auf den 
unendlichfernen Kugelkreis die auf ihr senkrecht stehenden Ebenen 
zugeordnet. Jetzt möge die Ebene A die Rotationsaxe im Punkte 
a schneiden; dieser Punkt liege harmonisch zum Punkte ß in 
Bezug auf die Brennpunkte; dann sind alle durch ß zur Ebene A 
senkrecht gelegten Ebenen konjugierte Polarebenen zu jeder ihrer 
Schar angehörenden Flächen und damit auch zu der gegebenen 
Rotationsfläche. Alle diese Ebenen und mit ihnen die von ß auf 
A gefällte Senkrechte müssen daher durch den Pol der Ebene A 
in Bezug auf die Rotationsfläche gehen, oder die vom Pole auf 
die Ebene gefällte Senkrechte trifft die Rotationsaxe im Punkte ß. 
Die Senkrechte, welche von irgend einem Punkte auf seine Polar- 
ebene gefällt wird, geht durch die Rotationsaxe. 

Übungen : 

1) a) Indem wir in den folgenden Gleichungen stets a > c 
voraussetzen und die in § 31 gegebene Einteilung zu Grunde 
legen, erhalten wir folgende Arten von Umdrehungsflächen zweiter 
Ordnung: 

x 2 -f- y 8 z* 
ä* *" c" 

a) ß) ^ + ^t— + 1 = 



IA)a)a)^5^- + ^ + l-0 



a* ' c* 



a* c* 

b) ß) S + *'-±- s - - 1 



a* ' c* 



; a* b* 
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xri _1_ tt2 yt 

IB)a)«)?-±Z_ + L f .o 



»JWn+^F-« 



x 2 y 2 + z 8 
a* "^ c- 

■B)b) " , + C-f, 

II A) a) x» + y 2 — 2az. 
IIB) a) x 2 + y 2 + a 2 = 

b) x 2 + y* = a2 - 

II C) x 2 + y 2 = 0. 

b) Das hyperbolische Paraboloid und der hyperbolische Cylinder 
können nicht durch Umdrehung entstehen. 

c) Über die Entstehung der in a) angegebenen reellen Arten 
gilt folgendes : 

I A) b) «) das abgeplattete Ellipsoid, entstanden durch Drehung 
einer Ellipse um die kleine Axe. 

I A) b) ß) das verlängerte Ellipsoid, entstanden durch Drehung 
einer Ellipse um die grofse Axe. 

IA) c) das einschalige Umdrehungs-Hyperboloid, entstanden 
durch Drehung einer Hyperbel um die imaginäre Axe. 

I A) d) das zweischalige Umdrehungs-Hyperboloid, entstanden 
durch Drehung einer Hyperbel um die reelle Axe. 

I B) b) der reelle Kreiskegel, entstanden durch Drehung eines 
Winkels um den einen Schenkel. 

IIA) a) das Rotations-Paraboloid, entstanden durch Drehung 
einer Parabel um die Axe. 

IIB) b) der Rotationscylinder, entstanden durch Drehung 
einer Geraden um eine parallele Axe. 

2) Man untersuche folgende Flächen: 

a) yz + zx + xy — 5x — 4y — 3z + 12 =» 0. 

b) x 2 + y 2 + z* + 2k (xy + xz + yz) *■ a 2 . 

c) (x + 1)* + (2y + 3z) 2 + 3x - z = 0. 

3) a) Man übertrage die für die Brennpunkte eines Kegel- 
schnittes geltenden Sätze auf die Umdrehungsflächen zweiter 
Ordnung. 
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b) Für welche unter den in Üb. 1) angegebenen Flächen sind 
die Brennpunkte reell, für welche imaginär? 

4) Man verifiziere den in 9. bewiesenen Satz unter Anwen- 
dung von Punktkoordinaten. 

5) Man verifiziere die in 7. aufgestellte Behauptung vermittelst 
der in 6. angegebenen Gleichungen. 

6) a) Wenn sich eine gerade Linie um eine zu ihr wind- 
schiefe Gerade als Axe dreht, so beschreibt sie ein einschaliges 
Rotations-Hyperboloid. 

b) Man gebe alle geraden Linien an, welche auf einem ge- 
gebenen Rotations-Hyperboloid liegen. 

c) Bei der Umdrehung einer solchen Fläche kommt jede 
Gerade in Deckung mit den zur selben Schar gehörenden Geraden. 

7) a) Auf jedem Durchmesser einer Kugel wird durch den 
Schnitt mit einer Ebene und ihren Pol eine Involution erzeugt; 
diese ist hyperbolisch, wenn der Radius reell, elliptisch, wenn der 
Radius imaginär ist. Eine Kugel mit dem Radius null ordnet 
jedem Durchmesser die im Mittelpunkte auf ihm senkrecht stehende 
Ebene zu. 

b) Auf der Umdrehungsaxe einer Rotationsfläche zweiter 
Ordnung wird durch eine beliebige Ebene und den Schnittpunkt 
der vom Pole auf die Ebene gefällten Senkrechten eine Invo- 
lution erzeugt, deren Hauptpunkte die Brennpunkte der Fläche sind. 

8) Durch jede kubische Raumkurve läfst sich im allgemeinen 
eine einzige Rotationsfläche zweiter Ordnung legen. 

Durch die drei Schnittpunkte der Kurve mit der unendlich- 
fernen Ebene läfst sich ein einziger Kegelschnitt legen, der mit 
dem unendlichfernen Kugelkreise eine doppelte Berührung ein- 
geht. Es ist aber möglich, durch diesen Kegelschnitt und die 
gegebene Kurve eine Fläche zweiter Ordnung zu legen. 

Um die erste Behauptung zu erhärten, denken wir die Koordi- 
naten eines jeden der drei Punkte je mit einem solchen Faktor 
multipliziert, dafs 

Xi' 2 + x 2 ' i 4-x : / 2 = x l //: -'. . . = Xl '" 2 + . . . = ±p* 
wird. Ist jetzt a^i -ha^x* + a 3 x 3 =0 die Verbindungslinie der 
gemeinsamen Berührungspunkte, so mufs sein 

«iXi ' +' « 2 x/ + a s x 3 ' = p 
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9) a) Man soll durch Auflösung einer quadratischen Gleichung 
die Gleichung einer gegebenen Umdrehung zweiter Ordnung auf 
die Form bringen: 

(x — a) 2 + (y — b) 2 + (z — c) 2 = e (Ax + j*y + vz + e) 2 . 

b) Welcher Satz ergiebt sich aus dieser Gleichungsform? 

10) a) Dreht sich eine mit einer ihrer Normalen fest ver- 
bundene Ebene so, dafs der Fufspunkt der Senkrechten in einer 
festen Ebene bleibt und die Gerade fortwährend durch einen festen 
Punkt geht, so umhüllt sie ein Rotations-Paraboloid. 

(Die Gleichung einer solchen Fläche kann in der Form 
u 8 u 4 = a geschrieben werden.) 

b) Das Produkt der von den Brennpunkten auf eine Tan- 
gentialebene einer Umdrehungsfläche zweiter Ordnung gefällten 
Senkrechten ist eine konstante Gröfse. 

(Die Gleichung darf in der Form vorausgesetzt werden: 
MN=±cf, wo M und N lineare Formen in Ui . . . u 4 sind.) 

11) Indem man den einen Brennpunkt einer Umdrehungs- 
fläche zweiter Ordnung in den Anfangspunkt der Koordinaten 
legt und dann 

Uj u 2 u 3 

u =* — , v = — , w = — 

u 4 u 4 u 4 

setzt, kann man die in 10) b) angegebene Gleichung auf die Form 
bringen : 

( u _ a ) 2 + (v - b) 2 + (w - c) 2 — r 2 . 

Demnach entspricht jedem Satze über die Kugel ein solcher 
über Rotationsflächen mit einem festen Brennpunkte. Unter 
anderm gelten folgende Sätze: 

a) Sobald eine Flächenschar zweiter Klasse zwei Rotations- 
flächen mit einem gemeinsamen Brennpunkte enthält, sind alle 
ihre Flächen Rotationsflächen mit demselben Brennpunkte, oder 
mit andern Worten, 

Alle Flächen zweiter Ordnung, welche von den sämtlichen, 
zweien Rotationsflächen zweiter Ordnung mit demselben Brenn- 
punkte gemeinschaftlichen Tangentialebenen berührt werden, sind 
wieder Rotationsflächen mit demselben Brennpunkte. 

(Der durch zwei Kugeln bestimmte Flächenbüschel enthält 
nur Kugeln.) 
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b) Die Spitzen der sechs Kegel, welche je zwei von vier 
Rotationsflächen zweiter Ordnung mit demselben Brennpunkte 
ringsum berühren, liegen in einer Ebene. 

(Die sechs Ebenen, in denen sich vier Kugeln paarweise 
schneiden, gehen durch einen und denselben Punkt.) 

§ 33. 
Die Kreisschnitte einer Fläche zweiter Ordnung. 

1. Eine Kugel wird von jeder Ebene in einem Kreise ge- 
schnitten, und durch jeden Kreis lassen sich unendlich viele Kugeln 
legen. Daher haben alle in einer bestimmten Ebene gelegenen 
Kreise dieselben Punkte mit ihrer unendlichfernen Geraden ge- 
mein; sie besitzen dieselben unendlichfernen Kreispunkte, und das 
sind die Schnittpunkte der Ebene mit dem unendlichfernen Kugel- 
kreise. Umgekehrt ist jede Kurve zweiter Ordnung, welche durch 
die beiden unendlichfernen imaginären Kreispunkte ihrer Ebene 
geht, ohne die unendlichferne Gerade der Ebene ganz zu ent- 
halten, ein Kreis. Jede Ebene, deren Schnittkurve mit einer 
Fläche zweiter Ordnung, ohne die unendlichferne Gerade ganz 
zu enthalten, durch die Schnittpunkte der Ebene mit dem unend- 
lichfernen Kugelkreise hindurchgeht, schneidet die Fläche in einem 
Kreise; sie ist ein Kreisschnitt. Wenn wir daher die auf einer 
Fläche zweiter Ordnung enthaltenen Kreise finden wollen, so 
müssen wir durch zwei Schnittpunkte ihrer unendlichfernen Linie 
mit dem unendlichfernen Kugelkreise eine Ebene legen; wofern 
ihre Schnittlinie nicht die unendlichferne Gerade ganz enthält, ist 
sie ein Kreis. 

2. Hiernach ist es leicht, alle Kreisschnitte einer vorgelegten 
Fläche zweiter Ordnung zu finden. Bei dieser Untersuchung 
dürfen wir die Kugeln und die Umdrehungsflächen ausschliefsen; 
wir dürfen daher, indem wir die Gleichung der Fläche in der 
Form 

(1) ax 2 + 0y 2 + 7z 2 + 2xx + 2iy + 2/iz + v = 
voraussetzen, die Annahme machen, dafs die drei Koefficienten 
«, ß, 7 ungleich sind. Die unendlichferne Kurve der Fläche hat 
die Gleichung: 

(2) ox 2 + 0y 2 + yz 9 - *- 0. 
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Diese hat mit dem unendlichfernen Kugelkreise vier Punkte 
gemeinschaftlich, durch welche sich drei Geradenpaare legen lassen, 
nämlich : 

(ß _ a ) y» + (7 — a) z 2 = 
(4) («-0)x»+( r -0)z« — 
(* - 7) x« + - 7) y« - 0. 
Jede Gerade, welche einem dieser drei Paare angehört, ent- 
hält zwei Punkte, welche die Fläche mit dem unendlichfernen 
Kugelkreis gemein hat. Sobald sie also nicht ganz der Fläche 
angehört, schneidet jede durch sie hindurchgelegte Ebene die 
Fläche in einem Kreise. Wofern demnach die Fläche keine un- 
endlichferne gerade Linie enthält, giebt es im Unendlichfernen 
sechs gerade Linien von der Beschaffenheit, dafs jede durch eine 
von ihnen gehende Ebene in einem Kreise schneidet. 

3. Zwei Ebenen, welche durch dieselbe unendlichferne Gerade 
gehen, sind einander parallel. Wir dürfen daher den soeben 
gefundenen Satz durch den folgenden ersetzen: 

Wofern eine Fläche zweiter Ordnung keine unend- 
lichferne Gerade enthält, giebt es sechs verschiedene, 
reelle oder imaginäre Stellungen von der Eigenschaft, 
dafs alle einer von ihnen entsprechenden Ebenen Kreis- 
schnitte der Fläche sind. 

Speciell gilt der Satz: 

Wenn eine Ebene die Fläche zweiter Ordnung in 
einem Kreise schneidet, so hat jede zu ihr parallele 
Ebene einen Kreis mit ihr gemeinschaftlich. 

4. Das unendlichferne Geradenpaar 

G» — «)y* + (7 — «)z 2 — 
hat den unendlichfernen Punkt y = z = zum singulären Punkte 

und ihre beiden Ebenen sind zu den unendlichfernen Geraden 
y = und z = gleich geneigt. Legen wir also durch einen 
beliebigen Punkt des Raumes die Ebenen durch je eine dieser 
Geraden, so schneiden sich diese Ebenen in einer zur x-Axe 
parallalen Geraden so, dafs ihr Winkel durch zwei Ebenen halbiert 
wird, von denen die eine zur xy-, die andere zur xz-Ebene pa- 
rallel ist. 

Überhaupt schneiden sich zwei zusammengehörige Kreischnitt- 
ebenen in einer Geraden, welche zu einer Axe der Fläche parallel 
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ist, und die Winkel, welche zwei solche Ebenen mit einander 
bilden, werden durch Ebenen halbiert, die zu Hauptebenen der 
Fläche parallel sind. 

5. Wir haben aber noch zu untersuchen, ob die Ebenen der 
Kreisschnitte oder, was auf dasselbe hinauskommt, ihre unendlich- 
fernen Linien reell sind. Nun wird offenbar ein reelles Geraden- 
paar der unendlichfernen Ebene nur dann durch die Gleichung 
Ax 2 + By 2 = dargestellt, wenn A und B verschiedenes Vor- 
zeichen haben. Hiernach kann auch nur eines der drei Geraden- 
paare (4) reell sein. Ist nämlich etwa a <T ß <C /, so sind ß — a 
und y — a positiv, a—y un & ß — 7 negativ; dagegen ist a — ß 
negativ und y — ß positiv. Eine Fläche zweiter Ordnung hat 
somit höchstens zwei reelle Scharen von Kreisschnitten. 

6. Um unsere Untersuchung zum Abschlufs zu bringen, haben 
wir noch den Fall zu untersuchen, dafs unter den Geraden, welche 
einem der Paare (4) angehören, sich eine befindet, die ganz in 
der Fläche liegt. Soll dieser Fall eintreten, so mufs einer der 
Koefficienten «, ß> y verschwinden. Umgekehrt, wenn diese 
Bedingung erfüllt ist, so hat die Fläche zwei unendlichferne Gerade; 
demnach liefern alsdann nicht mehr sechs, sondern nur vier ver- 
schiedene Stellungen Ebenen, von denen die Fläche in einem 
Kreise geschnitten wird. Sollen gerade die reellen Kreisschnitte 
ausfallen, so mufs die Fläche auch mit der unendlichfernen Geraden 
reelle Gerade gemeinschaftlich haben. Alsdann liegt der ver- 
schwindende Koefficient der Gleichung (2) zwischen den beiden 
andern; von den letzteren hat der eine das positive, der andere 
das negative Vorzeichen. 

Alle eigentlichen Flächen zweiter Ordnung mit 
Ausnahme des hyperbolischen Paraboloids haben zwei 
Scharen von reellen Kreisschnitten; auch auf dem Kegel 
zweiter Ordnung und dem elliptischen Cylinder liegen 
zwei Scharen von reellen Kreisen. Dagegen enthält 
weder das hyperbolische Paraboloid noch der hyper- 
bolische oder parabolische Cylinder reelle Kreise. 

7. Wir wollen die reellen Kreisschnitte der einzelnen Flächen 
angeben, beschränken uns aber dabei auf reelle Flächen. Wenn 
die Gleichung des Ellipsoids in der Form vorausgesetzt wird: 



I 
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so sind die Ebenen der Kreisschnitte bei beliebigem Werte von m : 

- Vz^b i =±- Vb* — c* + m. 

a c i 

Für das einschalige Hyperboloid: 

Si + fe-F»"" 1 (a>b) 

1,1.1. 

lst - c* < r* < b"«' 

daher sind die Ebenen der Kreisschnitte: 

Z Ka 2 — b 2 =±- Ka*~+c* + m. 
b c 

Durch diese Gleichung kann man die Ebenen der Kreis- 
schnitte auch für den reellen Kegel darstellen. 
Das zweischalige Hyperboloid 

x 2 y 2 z 2 
i« — b 2 ~~ c 2 = 
wird von den Ebenen 

* Va* + b 2 = ± - Kb 2 — c 2 + m 
a c 

in Kreisen geschnitten. 

Da für das elliptische Paraboloid 

ist 

Ü < a ^<b^ 
so sind die Ebenen der Kreisschnitte 

z = ±£ W — b 2 + m. 
b 

Diese Ebenen schneiden auch den elliptischen Cylinder 

^! + Z! _ 1 
a« + b* 

in Kreisen. 

8. Es dürfte angemessen sein, die Kreisschnitte auch ohne 
Benutzung des imaginären unendlichfernen Kugelkreises herzu- 
leiten. Wir gehen zu dem Zwecke von einem in der Fläche 
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# = gelegenen Kreise aus und legen durch ihn eine Kugel 
K = 0. Da diese beiden Flächen eine ebene Kurve gemein haben, 
müssen sie sich noch in einer zweiten ebenen Kurve schneiden. 
Daher zerfällt der Schnitt der gegebenen Fläche mit der Kugel 
in zwei ebene Kurven, oder dem durch die beiden Flächen be- 
stimmten Büschel gehört ein Ebenenpaar an. Man kann demnach 
einen Koefficienten co so bestimmen, dafs die Gleichung 

(5) * -- coK — AB 
identisch befriedigt wird, wo A und B lineare Funktionen von 
x, y, z sind. Die Gleichung der Fläche legen wir wieder in der 
Form (1), die der Kugel in der Form 

(6) x 2 + y» + z* + 2ax + 2by + 2cz -f e = 
zu Grunde. 

Um die Beziehungen kennen zu lernen, welche zwischen den 
Koefficienten der Gleichungen (1) und (6) bestehen müssen, damit 
die Relation (5) identisch erfüllt wird, können wir in doppelter 
Weise vorangehen. Wir können die Determinante 

a — co x — ao? 

ß — co X — bco 

y — co fi — cco 

j x — aco X — bco [i — cco v — eco 
aus den Koefficienten der linken Seite betrachten und die Be- 
dingungen aufsuchen, unter denen alle ihr angehörenden drei- 
reihigen Unterdeterminanten verschwinden. 

Damit die aus den drei ersten Zeilen und Kolonnen ge- 
bildete Determinante null wird, mufs sein: 

(a — co) (ß — cd) (/ — co) = 0. 
Indem wir wieder von dem Falle absehen, dafs zwei der 
Koefficienten a, ß, y einander gleich sind, und etwa co = a 
wählen, erkennen wir sofort, dafs die angegebenen Unterdeter- 
minanten sämtlich gleich null sind, sobald noch x — aa und 

i ß — a l — ba 



(7) 



(8) 







ba 



7 



a 



ca i> 



fi — ca 

— ea 







ist. 



Auf der linken Seite der Gleichung (5) stehen jetzt als qua- 
dratische Glieder nur 

(ß - «) y 2 + (7 - «) z 2 - 
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Demnach mufs das Ebenenpaar auf der rechten Seite die 
Form haben: 
(y Vf^~a + z W^y + m) (y Vf^~a - z V« — / + n) — 0. 

Hier dürfen wir m und n als gegeben betrachten und können 
dann die Koefficienten a, b, c, e berechnen. 

In gleicher Weise können wir auch die beiden Koefficienten 
ß und 7 der Gleichung (l) benutzen; nur müssen wir von vorn- 
herein den Wert co = ausschliefsen , da dieser die gegebene 
Fläche selbst und nicht das gesuchte Ebenenpaar liefert. 

9. Wir können aber auch zunächst die Bedingungen auf- 
suchen, welche zwischen den Koefficienten der beiden Ebenen 
A = und B = bestehen müssen, damit die Gleichung (5) 
befriedigt wird. Es sei 

A = mx-f-ny-f-pz + q 
B = m'x -f- n'y + p'z -f- q'. 

Dann müssen die Gleichungen bestehen: 

mm' =» a — co np' -|- n'p = 

nn' = ß — co pm'4-p' m =0 

pp' =y — co mn'-|-mn=0. 

Damit die drei letzten Gleichungen mit einander vereinbar 
sind, mufs die Gleichung erfüllt sein: 

o p n 

p o m = 2 mnp = 0. 
n m o 

Für m = mufs aber co = a, also wegen unserer Annahme 
n, p, n, p' von null verschieden sein. Somit ist auch m' = 0, 
und wir dürfen 

n = n = Vß — a, p = — p' — Va —y 
setzen. Dadurch sind wir wieder zu den früheren Gleichungen 
gelangt. 

10. Die Mittelpunkte der Kurven, in denen eine Fläche 
zweiter Ordnung von parallelen Ebenen geschnitten wird, liegen 
in einem Durchmesser, für den die konjugierte Durchmesserebene 
zu den gegebenen Schnittebenen parallel ist. Somit liegen auch 
die Mittelpunkte paralleler Kreise in einem Durchmesser. Wenn 
die Fläche die Gleichung hat 

«x 8 + ßy* + yz* = 1, 
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und die Gleichung eines Kreisschnittes ist 



y Vß - a + z Va — y = m, 

so verhalten sich die Koordinaten x, y, z des konjugierten Durch- 
messers wie 

ß — « . l/« — 7 



0:/i 



- V 



ß r 7 

Ebenso hat der durch die Ebene 

VEE* 

f a 
aus dem Paraboloid 

ax* + ßy* + 2z = 

ausgeschnittene Kreis in einem Punkte des Durchmessers x = 0, 



z + y V —— = m 



-JV^ 



seinen Mittelpunkt. 



ß f a 

11. Die Tangentialebene im Schnittpunkte eines Durchmessers 
mit der Fläche ist zur konjugierten Durchmesserebene parallel, 
und die Linie, welche sie mit der Fläche gemeinschaftlich hat, 
mufs als eine zu den Schnittlinien der parallelen Ebenen ähnliche 
Kurve betrachtet werden. Legt man daher im Schnittpunkte eines 
Durchmessers, welcher durch die Mittelpunkte von Kreisschnitten 
hindurchgeht, die parallele Ebene zu den Ebenen dieser Kreise, 
so berührt sie die Fläche in der Weise, dafs die gemeinsame 
Linie als Kreis mit dem Radius null aufgefafst werden kann. Die 
Punkte, deren Tangentialebenen mit einer Fläche einen unendlich- 
kleinen Kreis gemein haben, heifsen Kreispunkte oder Nabel- 
punkte der Fläche. Für die Flächen zweiter Ordnung gilt hier- 
nach der Satz, dafs jede zur Tangentialebene in einem Kreispunkte 
parallele Ebene ein Kreisschnitt der Fläche ist, und dafs der zu 
einem Kreispunkte führende Durchmesser durch die Mittelpunkte 
dieser Kreise hindurchgeht. 

Eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung kann keine Kreis- 
punkte enthalten, weil sie von jeder Berührungsebene in reellen 
geraden Linien geschnitten wird. Ebenso wenig kann man bei 
Kegeln und Cylindern von Kreispunkten sprechen. Dagegen liegen 
auf einer jeden ungeradlinigen eigentlichen Fläche zweiter Ord- 
nung zwei oder vier Kreispunkte, deren Tangentialebenen für die 
derselben Schar angehörenden Kreisschnitte den Übergang von 
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einem reellen zu einem imaginären Radius vermitteln. Die Koordi- 
naten der Kreispunkte für das auf die Axen bezogene Ellipsoid 
sind: 

in entsprechender Weise haben die des zweischaligen Hyperboloids 
die Koordinaten: 

, l/a 2 + b 2 A ^ l/b^Tc 8 

x = ± a y - - y = 0, z = ± c V ■— z, 

r a 2 -+- c* J f a 2 + c 2 

und die des elliptischen Paraboloids: 

x = 0, y = + - K a 2 — b* z — . 

J ~~ c 2 c 

Übungen : 

1) Welcher Axe sind die sämtlichen reellen Kreisschnitte 
parallel 

a) beim Ellipsoid, 

b) beim einschaligen Hyperboloid, 

c) beim zweischaligen Hyperboloid, 

d) beim elliptischen Paraboloid, 

e) beim elliptischen Cylinder? 

(Für das zweischalige Hyperboloid wähle man eine auf der 
reellen Axe senkrechte Ebene, welche aus der Fläche eine reelle 
Ellipse ausschneidet.) 

2) Man gebe diejenigen Kreisschnitte des Ellipsoids und der 
beiden Hyperboloide an, welche durch den Mittelpunkt gehen. 
Wie grofs sind die Radien der ausgeschnittenen Kreise? 

3) a) Durch zwei beliebige nicht parallele Kreise einer Fläche 
zweiter Ordnung läfst sich eine Kugel legen. 

b) Wo liegen die Mittelpunkte aller dieser Kugeln? 

c) Warum läfst sich nur durch parallele Kreise einer Rota- 
tionsfläche eine Kugel legen? 

4) a) Wenn ein Flächenbüschel eine Kugel enthält, so haben 
alle ihre Flächen die Ebenen der Kreisschnitte gemeinschaftlich. 

b) Gilt diese Behauptung nur für die reellen Kreisschnitte? 

5) Für eine gegebene Mittelpunktsfläche zweiter Ordnung 
läfst sich immer ein Koordinatensystem bestimmen, in welchem 
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die x- und die y-Axe auf einander senkrecht stehen und bei dessen 
Benutzung die Gleichung der Fläche die Gestalt annimmt: 

a (x 2 + y 2 ) + ßz* = 1. 

6) a) Eine Ebene, welche die eine von zwei einander ringsum 
berührenden Flächen zweiter Ordnung in einem Kreispunkte tan- 
giert, schneidet die andere in einer Kurve, welche diesen Punkt 
zum Brennpunkte hat. 

(Die eine Fläche möge die Gleichung F = 0, die andere -die 
Gleichung F — xL 2 = haben, wo L eine lineare Funktion ist. 
Wenn A = die gegebene Ebene ist, so stellt die Verbindung 
der Gleichungen A = 0, F = einen unendlich kleinen Kreis, also 
die Verbindung der Gleichungen A = 0, F — xL 2 = einen 
Kegelschnitt dar, der den Mittelpunkt des Kreises zum Brenn- 
punkte hat. Auch läfst sich der Beweis rein begrifflich führen.) 

b) Wenn eine Kugel und eine Fläche zweiter Ordnung ein- 
ander längs einer ebenen Kurve berühren, so schneidet jede 
Tangentialebene der Kugel die Fläche in einem Kegelschnitte, für 
den der Berührungspunkt ein Brennpunkt ist. 

(Die Kugel hat mit jeder ihrer Tangentialebenen einen Kreis 
vom Radius null gemeinschaftlich.) 

c) Dandelinscher Satz: Der aus einem geraden Kegel durch 
eine beliebige Ebene ausgeschnittene Kegelschnitt hat seine Brenn- 
punkte in den Berührungspunkten der Ebene mit den beiden 
Kugeln, welche aufser der Ebene noch den Kegelmantel berühren. 

(Man leite diesen Satz auch rein elementar her.) 

7) Welche Beziehung mufs zwischen den Axen der einzelnen 
Flächen zweiter Ordnung bestehen, damit die Ebenen der reellen 
Kreisschnitte auf einander senkrecht stehen? 

8) a) Durch jede Erzeugende des Asymptotenkegels eines 
Hyperboloids kann man zwei Ebenen derartig legen, dafs alle zu 
ihnen parallelen Ebenen in gleichseitigen Hyperbeln schneiden. 

(Die unendlichfernen Punkte einer gleichseitigen Hyperbel 
sind konjugierte Pole zum unendlichfernen Kugelkreise.) 

b) Um zu erkennen, ob diese Ebenen reell sind, lege man 
die Ebene der Fläche in der Form zu Grunde: 

x 2 , y 2 z 2 
a 2 ^b* c 2 ~ ' 
wo a > b vorausgesetzt wird. Wenn jetzt a > b > c ist, gehen 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 21 
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durch jede Gerade, welche zum Asymptotenkegel parallel ist, zwei 
Ebenen, deren Schnittlinien gleichseitige Hyperbeln sind. Für 
c > a liegt auf der Fläche keine reelle gleichseitige Hyperbel,, 
und wenn a > c > b ist, hat nur ein Teil der Erzeugenden des 
Asymptotenkegels die Eigenschaft, dafs sich durch sie Ebenen der 
verlangten Art legen lassen. 

c) Durch jede Gerade, welche zu einer Erzeugenden eines 
hyperbolischen Paraboloids parallel ist, gehen zwei Ebenen, welche 
die Fläche in gleichseitigen Hyperbeln schneiden. 

d) Von wie viel willkürlichen Parametern hängt die Gesamt- 
heit der in gleichseitigen Hyperbeln schneidenden Ebenen, von 
wie vielen die der Kreisschnitte ab? 

9) a) Ordnet man jeder Ebene eines Büschels die zu ihr 
senkrechte Ebene eines zweiten Büschels zu, so erzeugen die 
Schnittlinien entsprechender Ebenen ein Hyperboloid. 

(Der Satz ist ein specieller Fall des in Üb. 6) § 23 S. 173 
angegebenen Satzes.) 

b) Der Asymptotenkegel dieses Hyperboloids ist orthogonal 
(Üb. 13) zu §31); es heifst selbst ein orthogonales Hyperboloid. 

c) Diese Fläche hat die Eigenschaft, dafs auf jeder seiner 
Kreisscharen zwei Erzeugende der Fläche senkrecht stehen. 

d) Die Gleichung eines orthogonalen Hyperboloids kann in 
rechtwinkligen Koordinaten auf die Form gebracht werden: 

x 2 + y* + 2 (ax + ß) z = m 2 . 

e) Zwischen den Koefficienten a, b, c in der Gleichung 
dieser Fläche 

x 2 y 2 z* 

ä2 + b» ~~c* 

besteht die Beziehung : — = r- • 

° a 2 b* c 2 

f) Der geometrische Ort des Punktes, für den die Abstände 
von zwei festen windschiefen Geraden ein konstantes Verhältnis 
haben, ist ein orthogonales Hyperboloid, für das die beiden Geraden 
konjugierte Polare sind (vgl. Üb. 4) § 27 S. 249). 

g) Wenn die Abstände gleich sind, so geht die Fläche in 
ein hyperbolisches Paraboloid über. 

10) Welche in der unendlichfernen Ebene gelegenen Kurven 
zweiter Ordnung müssen als Kreise aufgefafst werden? 
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§ 34. 
Die konfokalen Kegel zweiter Ordnung. 

1. Die Hesseschen Ebenenkoordinaten, welche wir bisher mit 
Ui, u 2 , u 8 , u 4 bezeichnet haben, sollen in den folgenden Unter- 
suchungen mit u, v, w, t bezeichnet werden, so dafs für jede 
reelle Ebene die Beziehung besteht: u 2 -f- v 2 + w2 = 1> un d der 
unendlichferne Kugelkreis die Gleichung hat: u 2 +v 2 +w 2 =0. 
Hiernach stellt die Verbindung der Gleichungen: 

(1) t = 0, au 2 + 0v 2 + /w 2 = 
einen Kegel dar, der den Anfangspunkt der Koordinaten zum 
Scheitel hat. Für a = ß = / führen diese beiden Gleichungen : 

(2) t = 0, u 2 + v 2 + w 2 =0 
auf den Tangentialkegel, der vom Anfangspunkte aus an den 
unendlichfernen Kugelkreis gelegt werden kann. Jeder Kegel, 
welcher für irgend einen Wert von x durch die Gleichungen dar- 
gestellt wird: 

(3) t = 0, (a — x) u 2 + (ß - x) v 2 -f (y — x) w 2 = 0, 
wird als ein mit dem Kegel (1) kon fokaler Kegel bezeichnet. 
Demnach heifsen zwei konzentrische Kegel konfokal, wenn der 
durch sie bestimmten Schar der vom gemeinschaftlichen Scheitel 
nach dem unendlichfernen Kugelkreise führende Kegel angehört, 
oder mit andern Worten, wenn ihre gemeinsamen Tangential- 
ebenen auch den unendlichfernen Kugelkreis berühren. 

Die Behandlung des Falles, dafs zwei der Koefficienten a, ß, 
y einander gleich sind, wollen wir dem Leser überlassen; wir 
setzen daher in den folgenden Entwicklungen voraus, dafs 

sein soll. 

Sowohl für t > a wie für x < y stellt die Gleichung (3) 
einen imaginären Kegel, dagegen für «>t>/ einen reellen 
Kegel dar. Für a > r > ß liegt die x-Axe und für ß^>r^>y 
liegt die z-Axe im Innern des Kegels. 

Drei Kegel der Schar arten in Geradenpaare aus, nämlich 
diejenigen, für welche x einen der Werte a, ß, y erhält; es sind dies: 

t = 0, (ß — a) v 2 + (/ — a) w 2 = 0, 

(4) t = 0, (a-^)u 2 -4-( 7 -i3)w 2 = 0, 

t = 0, (a — /) u 2 + (ß — /) w 2 = 0. 

21* 



324 § 34. Die konfokalen Kegel zweiter Ordnung. 

Jedes dieser Geradenpaare liegt auf einer Hauptebene der 
sämtlichen Kegel; aber nur eines, nämlich das durch die mittlere 
Gleichung dargestellte, ist reell. Die Geraden eines solchen Paares 
heifsen Brennstrahlen für jeden Kegel der Schar. Die gemein- 
schaftlichen Tangentialebenen der konfokalen Kegel gehen auch 
durch die Brennstrahlen hindurch. 

Die Tangentialebenen an einen Kegel zweiter Ord- 
nung, welche zugleich den unendlichfernen Kugelkreis 
berühren, gehen auch durch zwei reelle Geraden, die 
Brennstrahlen des Kegels, hindurch. 

2. Jede der drei Hauptebenen hat in der auf ihr senkrecht 
stehenden Axe die gemeinsame Polare in Bezug auf alle Kegel 
der Schar. Dagegen giebt es zu jeder andern Ebene, welche 
durch den Scheitel geht, nur eine einzige konjugierte Polarebene, 
nämlich diejenige Ebene, in welcher die sämtlichen Polaren in 
Bezug auf die einzelnen Kegel der Schar liegen. 

Zwei Ebenen, welche konjugierte Polarebenen zu einander 
sind für alle Flächen der Schar, sind einander auch in Bezug auf 
den durch den unendlichfernen Kugelkreis gehenden Kegel zu- 
geordnet und stehen infolge dessen auf einander senkrecht. Sie 
müssen auch zu einander konjugiert sein in Bezug auf jedes 
der Geradenpaare (4); aus diesem Grunde schneiden sie jede 
Hauptebene in zwei Strahlen, welche zu den in ihr liegenden 
Brennstrahlen harmonisch liegen. Sobald aber zwei Ebenen kon- 
jugierte Polarebenen von einander sind in Bezug auf zwei Kegel 
der Schar, kommt ihnen dieselbe Eigenschaft in Bezug auf alle 
Flächen der Schar zu. Diese einfache Bemerkung gestattet es 
uns, wichtige Eigenschaften von solchen Ebenenpaaren zu finden. 

3. So seien m und n zwei in einer Hauptebene liegende und 
vom gemeinsamen Mittelpunkte ausgehende Strahlen, welche har- 
monisch liegen zu den beiden in dieser Ebene enthaltenen Brenn- 
strahlen. Legt man durch m eine beliebige Ebene E und durch 
n die zu ihr normale Ebene E', so sind diese beiden konjugierte 
Polarebenen in Bezug auf den Kegel (2) und den Kegel (4); 
folglich sind sie zu einander in Bezug auf alle Kegel (3) kon- 
jugiert. Demnach mufs auch die Normalebene, welche von der 
Polare der Ebene E in Bezug auf irgend einen Kegel der Schar 
auf diese Ebene gefällt wird, durch die Gerade n gehen. Somit 
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kann man irgend einen Strahl m, der in einer Hauptebene eines 
Kegels vom Scheitel ausgeht, zur Axe eines Ebenenbüschels wählen; 
zu jeder Ebene E dieses Büschels suche man die Polare in Bezug 
auf den Kegel und fälle von dieser Geraden aus die senkrechte 
Ebene E' auf E; dann geht E' durch einen zweiten festen Strahl 
n der Hauptebene. Indem die Ebene E den Büschel um die 
Gerade m beschreibt, bewegt sich auch E' um die Gerade n. 
Geht man umgekehrt von dem zweiten Büschel aus, so führt die 
Konstruktion auf den ersten Büschel. Wenn jetzt m den Strahlen- 
büschel beschreibt, welcher in der ausgewählten Hauptebene den 
Mittelpunkt des Kegels zum Scheitel hat, so beschreibt die Gerade 
n denselben Strahlenbüschel in der Weise, dafs die Geraden des- 
selben einander involutorisch zugeordnet werden; die Hauptstrahlen 
dieser Involution sind die Brennstrahlen. 

4. Man gehe speciell von einem Brennstrahle e aus. In 
Bezug auf den zerfallenden Kegel, dem er angehört, sind zwei 
beliebige durch ihn gehende Ebenen konjugierte Polarebenen. 
Daher sind zwei durch e gelegte und auf einander senkrecht 
stehende Ebenen zu einander konjugiert in Bezug auf alle Kegel 
der Schar. Jeder Brennstrahl eines Kegels zweiter Ordnung hat 
also die Eigenschaft, dafs die Paare der durch ihn hindurchgelegten 
konjugierten Polarebenen eine Kreisinvolution bilden; umgekehrt 
ist jede Gerade, für welche die zugehörige Ebeneninvolution 
orthogonal ist, ein Brennstrahl des Kegels. 

Nimmt man jetzt die Polarebene des Brennstrahls, die zuge- 
hörige Direktrixebene, hinzu, so kann man die Polare zu jeder 
durch den Brennstrahl e gehenden Ebene leicht konstruieren, 
indem man den Strahl bestimmt, in welchem die in e auf dieser 
Ebene errichtete Normalebene die Direktrixebene schneidet. Die 
Tangentialebenen, welche von einem Strahle a der Direktrixebene 
ausgehen, berühren in zwei Geraden, welche mit dem Brenn- 
strahle in einer Ebene liegen, und diese Ebene steht senkrecht 
zu der die Geraden a und e verbindenden Ebene. Eine beliebige 
Tangentialebene möge längs einer Geraden g berühren und die 
Direktrixebene in einer Geraden a schneiden; diese beiden Geraden 
bestimmen im Verein mit dem zugehörigen Brennstrahle ein 
Dreikant, dessen Ebenen im Brennstrahle auf einander senkrecht 
stehen. 
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5. Der Kegel K möge die Ebene A längs der Geraden a 
berühren. Durch a lege man die zu A normale Ebene B und 
bestimme denjenigen Kegel K' der Schar, welcher die Ebene B 
berührt. Dann sind die Ebenen A und B konjugierte Polarebenen 
für den Kegel K und für den Kegel (2), somit auch für alle Kegel 
der Schar, speciell für den Kegel K'. Demnach wird die Ebene 
B vom Kegel K' längs der Geraden a berührt; die Gerade a 
gehört auch dem zweiten Kegel an. Da zudem die Ebenen A 
und B konjugierte Polarebenen von einander sind für jeden be- 
liebigen Kegel der Schar, liegen sie harmonisch zu den beiden 
Tangentialebenen an einen solchen Kegel und halbieren die von 
diesen Ebenen gebildeten Winkel. 

6. Umgekehrt lege man durch irgend einen vom gemein- 
schaftlichen Mittelpunkte ausgehenden Strahl a die Tangential- 
ebenen an einen Kegel der Schar und halbiere die von diesen 
beiden Ebenen gebildeten Keile durch die Ebenen A und B. Da 
diese beiden Ebenen konjugierte Polarebenen sind erstens für den 
ausgewählten Kegel und zweitens für den zum unendlichfernen 
Kugelkreise führenden Kegel, so sind sie zu einander in Bezug 
auf jeden Kegel der Schar konjugiert. Demnach müssen diejenigen 
beiden Kegel, welche von den Ebenen A und B berührt werden, 
durch den Strahl a gehen. Nimmt man noch einen weiteren 
konfokalen Kegel hinzu und legt an ihn vom Strahle a aus die 
Tangentialebenen, so sind auch diese gegen die Ebenen A und 
B gleich geneigt. Speciell müssen auch die Ebenen, welche nach 
den beiden reellen Brennstrahlen gelegt werden können, als Tan- 
gentialebenen an einen konfokalen Kegel aufgefafst werden. 

Diese einfache Betrachtung führt zu einer Reihe von inter- 
essanten Sätzen, welche wir hier zusammenstellen wollen. 

Durch jeden Strahl, welcher vom Scheitel konfo- 
kaler Kegel zweiter Ordnung ausgeht, lassen sich zwei 
Kegel der Schar legen. Diese durchschneiden einander 
rechtwinklig, und die Tangentialebenen halbieren die 
Winkel der beiden Tangentialebenen, welche vom Strahle 
aus an irgend einen Kegel der Schar gelegt werden 
können. 

Zwei konfokale Kegel zweiter Ordnung haben ent- 
weder keinen Strahl gemeinschaftlich oder sie durch- 
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schneiden einander in vier Strahlen so, dafs sie in jedem 
dieser Strahlen auf einander senkrecht stehen. 

Wenn von einem Strahle aus an den einen von zwei 
konfokalen Kegeln die Tangentialebenen A und B, an 
den andern die Tangentialebenen C und D gelegt sind, 
so sind die Winkel (AC) und (BD) einander gleich. 

Jede Tangentialebene an einen Kegel zweiter Ord- 
nung ist gleich geneigt zu den beiden Ebenen, welche 
den Berührungsstrahl mit den Brennstrahlen verbinden. 

Verbindet man die Schnittlinie von zwei Tangen- 
tialebenen an einen Kegel zweiter Ordnung je mit den 
Brennstrahlen durch eine Ebene, so bildet die erste 
Tangentialebene mit der einen Verbindungsebene den- 
selben Winkel, wie die zweite Tangentialebene mit der 
andern Verbindungsebene. 

7. Die Schar konfokaler Kegel kann auch vermittelst Punkt- 
koordinaten behandelt werden. Für rechtwinklige Cartesische 
Koordinaten geht die Gleichung (3) über in 

(5) -5— + -Z— H z — =0. 

a X ß T / — T 

Diese Gleichung hat für jedes gegebene Wertsystem (x, y, z), 
das keine verschwindende Koordinate enthält, zwei reelle Wurzeln 
X und (i 9 welche der Bedingung genügen: 

Zugleich gilt die Gleichung: 

(6) ,— *_,+ y 



(«_ 2) («_,,) ' (ß- X )(ß-fi) 



2* 



+ (r -x) ( 7 - n) °- 

Ferner besteht für r* = x 2 + y 2 + z * bei jedem Werte von 
t die Relation : 

(7) r«(T-i)(T-,l)-X«G9-T)(r-T) 

+ y * (a — t) (7 - r) + z * (a - x) {ß - t). 
Daraus ergeben sich die Gleichungen: 

(7-«)(7-0) ' 



328 $34. Die konfokalen Kegel zweiter Ordnung. 

Diese Gleichungen entsprechen ganz denjenigen Gleichungen, 
welche wir für konfokale Kegelschnitte im ersten Teile (S. 215 
bis 218) benutzt haben. 

8. Der Schnitt eines Kegels mit einer konzentrischen Kugel 
wird als ein sphärischer Kegelschnitt bezeichnet. Aus jedem 
Satze über einen Kegel geht unmittelbar ein Satz über einen sphä- 
rischen Kegelschnitt hervor. Wir wollen deshalb im folgenden 
die wichtigsten Sätze zusammenstellen, welche sich aus den voran- 
gehenden Untersuchungen für diese Kurven ergeben. Dabei wollen 
wir von dem Schnitte einer Kugel mit einem geraden Kreiskegel, 
dem Kreise, absehen und wiederum annehmen, die zu Grunde 
gelegte Gleichung (1) habe drei ungleiche Koefficienten. 

Der sphärische Kegelschnitt hat drei Paare von Mittelpunkten ; 
jeder Mittelpunkt hat von allen Mittelpunkten der andern Paare 
den sphärischen Abstand \jt. 

Eine solche Kurve besteht, falls sie reell ist, aus zwei ge- 
trennten Zweigen; zwei Mittelpunkte, welche Gegenpunkte von 
einander sind, liegen im Innern, die andern im Äufsern der Kurve. 

Die imaginären Tangenten an einen sphärischen Kegelschnitt, 
welche zugleich den unendlichfernen Kugelkreis berühren, gehen 
durch zwei Paare von reellen Punkten, die Brennpunkte des 
Kegelschnittes. 

Als konfokale sphärische Kegelschnitte (d. h. als Kegelschnitte 
mit denselben Brennpunkten) können solche definiert werden, 
deren gemeinsame Tangenten auch den unendlichfernen Kugel- 
kreis berühren. 

Die Winkel, welche die von einem Punkte der Kurve nach 
den Brennpunkten gezogenen Hauptkreise mit einander bilden, 
werden durch die Tangente und die Normale des Punktes halbiert. 

Durch jeden Punkt der Kugel gehen zwei Kurven, welche 
einer gegebenen Schar konfokaler Kegelschnitte angehören; diese 
durchschneiden einander rechtwinklig. Die in diesem Punkte an 
die beiden hindurchgehenden Kurven gelegten Tangenten halbieren 
die Winkel der beiden Tangenten, welche von dem Punkte aus 
an irgend einen Kegelschnitt der Schar gelegt werden. 

Die in einem Brennpunkte eines sphärischen Kegelschnittes 
in Bezug auf denselben erzeugte Involution ist orthogonal. 
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Indem wir wieder die Polare seines Brennpunktes als die 
zugehörige Direktrix bezeichnen, können wir die Sätze aufstellen : 

Der Pol eines jeden durch einen Brennpunkt gehenden Haupt- 
kreises liegt im Schnittpunkt der Direktrix mit der Senkrechten, 
welche im Brennpunkte auf dem gegebenen Hauptkreise errichtet 
wird. 

Die auf einer Tangente von ihrem Berührungspunkte und 
dem Schnitt mit einer Direktrix begrenzte Strecke erscheint von 
dem zugehörigen Brennpunkte aus unter einem rechten Winkel. 

9. Wenn wir unserer Untersuchung ein specielles Koordi- 
natensystem zu Grunde gelegt haben, so thut das der Allgemein- 
heit der Resultate keinen Abbruch. Denn jeder Kegel kann, indem 
er auf seine Axen bezogen wird, durch die Gleichungen (1) dar- 
gestellt werden; die Gleichung (2) giebt aber bei jeder Lage der 
(rechtwinkligen) Axen den vom Anfangspunkte nach dem unend- 
lichfernen Kugelkreise gelegten Kegel. Unsere Resultate gelten 
also für jede Schar konzentrischer Kegel, welcher der zum un- 
endlichfernen Kugelkreise führende Kegel angehört. 

Übungen: 

1) Auf welcher Ebene liegen die reellen Brennstrahlen des 
Kegels 

X 2 V 2 z 2 

5-+3L_5- für a>b? 
a 2 ^b 2 c 2 ^ 

2) a) Man untersuche die Schar konfokaler Cylinder, indem 
man die durchgeführten analytischen Entwicklungen in geeigneter 
Weise umändert. Zu jedem der gefundenen Resultate gebe man 
den entsprechenden Satz an. 

b) Umgekehrt übertrage man die für konfokale Kegelschnitte 
geltenden Sätze rein geometrisch auf Cylinder, indem man jeden 
Punkt der Ebene durch die in ihm auf der Ebene errichtete Senk- 
rechte ersetzt. 

3) a) Für jeden (eigentlichen) Kegel zweiter Ordnung ist die 
Summe oder die Differenz der Winkel konstant, welche die beiden 
Brennstrahlen mit einer seiner Erzeugenden einschliefsen. 

(Man benutze die beiden letzten in 6. angegebenen Sätze, 
indem man noch zu dem einen Brennstrahle den Gegenstrahl in 
Bezug auf die eine, und zu dem andern Brennstrahle den Gegen- 
strahl in Bezug auf die andere Tangentialebene konstruiert.) 
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U) Kir jeden Kegel zweiter Ordnung ist je nach der auf den 
Hu m^Uwhlcn gewählten Richtung die Summe oder die Differenz 
vii i Winkel konstant, welche die Kanten mit den Brennstrahlen 
cmschliefsen. 

(Wenn die Summe der Winkel (fa) und (f'a) konstant ist, 
wo f und f zwei Halbgeraden auf den Brennstrahlen sind und a 
eine beliebige Erzeugende ist, so kann man f durch die dem- 
selben Brennstrahle angehörende entgegengesetzte Halbgerade fi 
ersetzen; dann ist (f a) + (f t a) = jt, also ist auch (fa) — (fia) 
konstant.) 

4) a) Die Polare zur Ebene (u, v, w, 0) in Bezug auf den 
Kegel (2), d. i. die auf dieser Ebene im Scheitel errichtete Senk- 
rechte, hat rechtwinklige Koordinaten (x, y, z), die sich wie 
u : v : w verhalten. Demnach hat derjenige Kegel, dessen Erzeu- 
gende je auf den Tangentialebenen des Kegels (1) senkrecht stehen, 
der Reciprokalkegel, die Gleichung: 

n2 v 2 W 2 

ax 2 + ßy 2 + yz 2 — oder h-^H = 0, t — 0. 

j i a ß y 

b) Die Brennstrahlen eines Kegels stehen auf den Kreis- 
schnitten des Reciprokalkegels senkrecht. 

5) Der in 4) eingeführte Reciprokalkegel ermöglicht es, zu 
jedem Satze über Brennstrahlen einen entsprechenden Satz über 
Kreisschnitte anzugeben. 

a) Die Geraden, in denen eine Berührungsebene eines Kegels 
von den beiden durch seinen Scheitel gehenden Kreisebenen ge- 
schnitten wird, bilden mit dem Berührungsstrahle der Ebene gleiche 
Winkel. 

b) Sind a und b zwei Erzeugende des Kegels und c und d 
die Geraden, in denen ihre Verbindungsebene die Kreisebenen 
schneidet, so sind die Winkel (ac) und (bd) einander gleich. 

c) Die Summe der Winkel, w T elche eine Berührungsebene 
mit den Kreisebenen bildet, ist konstant. 

6) Zu den Sätzen über die Brennpunkte eines sphärischen 
Kegelschnittes fügen wir die folgenden hinzu: 

a) Der sphärische Kegelschnitt hat vier Brennpunkte, welche 
paarweise im Innern eines der beiden Zweige liegen. Für zwei 
Brennpunkte, welche im Innern desselben Zweiges liegen, ist die 
Summe der sphärischen Entfernungen für alle Punkte je eines 
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Zweiges konstant; wählt man zwei Brennpunkte innerhalb ver- 
schiedener Zweige, so ist die Differenz der Brennstrahlen konstant. 

b) Das Produkt aus den Sinus der beiden Senkrechten, welche 
von den Brennpunkten auf eine Tangente gefällt werden, ist 
konstant. 

c) Die Fokalstrahlen zweier Punkte der Kurve bilden ein 
sphärisches Viereck, welches einem Kreise umgeschrieben ist. 

(Sind von den Punkten a und ß die Hauptkreise nach den 
Brennpunkten gezogen, so kann man, weil jeder dieser Haupt- 
kreise zwei Brennpunkte enthält, diese so wählen, dafs die Differenz 
der Brennstrahlen dieselbe ist oder dafs, wenn a und b die 
Brennstrahlen von a, c und d die von ß sind, a — b = d — c, 
also a -{- c = b + d ist.) 

d) Der sphärische Kegelschnitt ist der Ort eines Punktes, 
für den der Sinus der sphärischen Entfernung von einem festen 
Punkte in konstantem Verhältnisse steht zum Sinus des sphärischen 
Abstandes von einem festen Hauptkreise. 

e) Die Fufspunkte der von einem Brennpunkte auf die Tan- 
genten gefällten Senkrechten liegen auf einem Kreise. 

7) Indem wir die für Brennpunkte geltenden Sätze vermittelst 
des Reciprokalkegels (Üb. 4) und des ihm entsprechenden Kegel- 
schnittes auf die Schnittlinien mit den beiden Kreisebenen, die 
cyklischen Linien, übertragen, erhalten wir folgende Sätze: 

a) Jede Tangente eines sphärischen Kegelschnittes bildet mit 
den cyklischen Linien Winkel, deren Summe konstant ist. 

b) Das Dreieck, welches die beiden cyklischen Linien mit 
einer Tangente einschliefsen, hat einen von der Wahl der Tan- 
gente unabhängigen Inhalt [nach a)]. 

c) Wenn ein Hauptkreis einen sphärischen Kegelschnitt in 
den Punkten a und ß und seine cyklischen Linien in den Punkten 
y und 6 schneidet, so ist «y = ßö. 

d) Der zwischen zwei cyklischen Linien liegende Teil einer 
Tangente wird im Berührungspunkte halbiert. 

e) Irgend zwei Tangenten schneiden die cyklischen Linien 
in vier Punkten, welche auf einem Kreise liegen. 

8) Man begründe mittelst der angegebenen Sätze die Richtig- 
keit folgender Bemerkung: Ein sphärischer Kegelschnitt kann 
sowohl als Ellipse wie als Hyperbel aufgefafst werden; das Analogon 
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zu den Brennpunkten bilden wieder die Brennpunkte, während 
den Asymptoten die cyklischen Linien entsprechen. 

9) Als einen Büschel von ähnlichen sphärischen Kegelschnitten 
definieren wir denjenigen Büschel, der den unendlichfernen Kugel- 
kreis enthält, der also durch die Gleichung: 

x 2 v 2 z 2 

\ + j + j-n* i +y i +z a ) = o 

dargestellt wird. Um den Namen zu rechtfertigen, weisen wir 
darauf hin, dafs auf jedem vom Punkte (0, 0, 1) ausgehenden 
Hauptkreise durch die zu den Parametern X und X gehörenden 
Kurven Strecken abgeschnitten werden, deren Sinusquadrate sich 
verhalten wie Xy — 1 zu Xy — 1. 

a) Dem Büschel gehören drei Paare von Hauptkreisen an; 
nur eines dieser Paare ist reell (die cyklischen Linien). 

b) Durch jeden Punkt auf der Kugel geht eine Kurve des 
Büschels, und jeder Hauptkreis wird von zwei reellen Kurven 
desselben berührt; die vier Berührungspunkte teilen den Haupt- 
kreis in vier gleiche Teile. Diese Punkte sind die Halbierungs- 
punkte für jede Sehne, welche auf dem Hauptkreise durch eine 
Kurve des Büschels ausgeschnitten wird. 

c) Jeder Punkt, der nicht mit einem Mittelpunkte der Kurven 
zusammenfällt, ist zu einem Punkte (und seinem Gegenpunkte) 
konjugierter Pol in Bezug auf alle Kurven des Büschels. Irgend 
zwei derartig mit einander verbundene Punkte haben den sphä- 
rischen Abstand \n. 

§ 35. 

Die Schar der konfokalen Flächen zweiter Ordnung. 

1. Es sei 

(1) F(u,v,w,t) = 

die Gleichung einer Fläche zweiter Klasse in Hesseschen Koordi- 
naten. Indem wir aus dieser Fläche und dem unendlichfernen 

Kugelkreise 

(2) u 2 + v* + w 2 — 

eine Flächenschar 

(3) F (u, v, w, t) — r (u 2 + v 2 + w 2 ) = 
bilden, erhalten wir alle diejenigen Flächen, welche mit den ge- 
gebenen Flächen konfokal sind. Wir nennen demnach zwei 
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Flächen zweiter Ordnung konfokal, wenn ihre gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen auch den unendlichfernen Kugelkreis berühren. 
Aus dem Begriffe der Schar folgt, dafs jede Ebene des Raumes 
von einer Fläche berührt wird, die mit einer gegebenen Fläche 
konfokal ist. 

2. Wie wir wissen, besitzt die Gleichung vierten Grades, 
durch welche die einer Schar angehörenden Grenzflächen gefunden 
werden, nur dann gleiche Wurzeln, wenn die Flächen einander 
berühren. Im vorliegenden Falle gehört der Schar eine uneigent- 
liche imaginäre Fläche, der unendlichferne Kugelkreis, an; folglich 
sind in Bezug auf Berührung nur vier Fälle möglich : entweder 
berühren die Flächen einander gar nicht, oder sie berühren ein- 
ander in einem beliebigen unendlichfernen Punkte, oder die Be- 
rührung findet in zwei Punkten des unendlichfernen Kugelkreises 
statt, oder die Flächen berühren einander längs dieses Kreises. 
Im dritten Falle ist die Fläche (1) eine Umdrehungsfläche, im 
vierten eine Kugel. Davon wollen wir in den folgenden Unter- 
suchungen ganz absehen und dem Leser überlassen, derartige 
Scharen zu untersuchen. 

Im ersten Falle hat die Schar vier, im zweiten drei Kegel- 
schnitte als Grenzflächen. Die eine ist immer der unendlichferne 
Kugelkreis; die andern sollen die Fokalkurven der Schar und 
zugleich die Fokalkurven für jede der Schar angehörende Fläche 
genannt werden. Ihre Ebenen haben für alle Flächen der Schar 
denselben Pol. 

3. Die wichtigsten Eigenschaften konfokaler Flächen ergeben 
sich aus dem Satze, dafs irgend zwei Ebenen, welche konjugierte 
Polar ebenen für die Fläche (2) sind, auf einander senkrecht stehen. 
Um daher alle diejenigen Ebenen zu finden, welche zu einer 
willkürlich gegebenen Ebene E in Bezug auf alle Flächen der 
Schar konjugierte Polarebenen sind, hat man ihren Pol n in Bezug 
auf eine beliebige Fläche der Schar zu suchen und von diesem 
Punkte die Senkrechte p auf die Ebene E zu fällen; alle durch 
p gelegten Ebenen sind konjugierte Polarebenen von E für zwei 
und damit für alle Ebenen der Schar. Die Gerade p, welche auf 
E senkrecht steht, enthält die Pole von E in Bezug auf alle zu 
(1) konfokalen Flächen. 

4. Wenn der Punkt jt zugleich der Pol für den unendlich- 



334 § 35. Die Schar der konfokalen Flächen zweiter Ordnung. 

fernen Kugelkreis ist, wenn also alle durch jt gehenden Geraden 
auf der Ebene E senkrecht stehen, so hat die Ebene E für alle 
Flächen der Schar denselben Pol. Solcher Ebenen giebt es drei 
oder vier; die eine von ihnen ist die unendlichferne Ebene als 
singulare Ebene der Fläche (2). Wenn der Pol dieser Ebene ihr 
nicht angehört, so ist er der gemeinsame Mittelpunkt der Flächen; 
wenn aber die unendlichferne Ebene eine Fläche der Schar be- 
rührt, so ist sie Tangentialebene an alle Flächen und ihr Berührungs- 
punkt ist für alle derselbe. 

Für jede andere Ebene mit gemeinsamem Pole kann dieser 
nur in der unendlichfernen Ebene und senkrecht über der Ebene 
liegen. Die eigentlichen Ebenen, welche dieser Forderung ge- 
nügen, sind Hauptebenen für die Flächen der Schar. 

Die konfokalen Flächen derselben Schar sind ent- 
weder sämtlich Mittelpunktsflächen mit denselben Axen 
oder sämtlich Paraboloide mit denselben beiden Haupt- 
ebenen. 

5. Von einem gegebenen Punkte jc des Raumes lege man den 
Tangentialkegel an eine beliebige Fläche der Schar und bestimme 
die drei Hauptebenen L, M, N dieses Kegels. Diese drei Ebenen 
bilden ein Polardreikant sowohl für die ausgewählte Fläche wie 
für den unendlichfernen Kugelkreis, also auch für jede Fläche der 
Schar. Die gemeinsamen Polarebenen zur Ebene L gehen somit 
durch die Schnittlinie der Ebenen M und N; ebenso gehen die 
zu M gemeinschaftlichen Polarebenen durch den Schnitt von L 
und N, und die zu N gemeinschaftlichen Polarebenen durch den 
Schnitt von L und M. Diejenige Fläche der Schar, welche von 
der Ebene L berührt wird, hat demnach auch alle durch die 
Schnittlinie von M und N gehenden Ebenen zu Polarebenen; der 
Schnittpunkt ji dieser drei Ebenen mufs der Berührungspunkt der 
Ebene L sein. Dieselbe Betrachtung zeigt, dafs auch die Berührungs- 
punkte der Ebenen M und N je mit dem Punkte jt zusammen- 
fallen. Durch jeden Punkt des Raumes gehen also drei reelle 
Flächen der Schar, welche einander rechtwinklig schneiden. Ihre 
Tangentialebenen sind die Hauptebenen für den Tangentialkegel, 
welcher von dem Punkte aus an irgend eine Fläche der Schar 
gelegt w 7 erden kann. 

6. Zu diesen Resultaten können wir auch durch folgende 
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Betrachtung gelangen. Um den Tangentialkegel an die Fläche 
(3) zu erhalten, welcher vom Punkte (x', y', z') ausgeht, haben 
wir die Gleichung (3) mit der Gleichung 

(4) ux' -f- vy' -f- wz' + t = 

zu verbinden. Daraus geht hervor, dafs die Gesamtheit dieser 
Kegel in dem Sinne, den wir im vorigen Paragraphen fest- 
gesetzt haben, eine Schar konfokaler Kegel bildet. Alle diese 
Kegel haben dieselben Axen; ihnen gehören drei Geradenpaare 
an, deren singulare Ebenen je zwei von den gemeinsamen Axen 
enthalten. Da ein Tangentialkegel nur dann in ein Geradenpaar 
übergeht, wenn der Scheitel des Kegels dem Büschel angehört, 
so gehen durch den Punkt (x', y', z') drei Flächen der Schar; die 
singulare Ebene der Geradenpaare wird jedesmal zur Tangential- 
ebene der Fläche. Wir finden also den Satz: 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen drei Flächen, 
welche zu einer gegebenen Fläche konfokal sind. Ihre 
Tangentialebenen stehen auf einander senkrecht und 
sind die Hauptebenen für jeden Tangentialkegel, wel- 
cher von dem Punkte aus an eine Fläche der Schar ge- 
legt werden kann. 

7. Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen haben, sind von 
den drei Geradenpaaren, welche der Schar konfokaler Kegel an- 
gehören, zwei imaginär und eines reell; das letzte liefert die 
Brennstrahlen für jeden Kegel der Schar. Daher schneiden sich 
in jedem Punkte des Raumes zwei ungeradlinige und eine gerad- 
linige Fläche der Schar; die beiden von dem Punkte ausgehenden 
Geraden der hindurchgehenden geradlinigen Fläche sind die ge- 
meinsamen Brennstrahlen für die Tangentialkegel, welche von dem 
Punkte aus an die konfokalen Flächen gelegt werden können. 

8. Betrachten wir jetzt zwei sich schneidende konfokale 
Flächen. Durch jeden Punkt der Schnittlinie geht noch eine 
dritte Fläche der Schar in der Weise, dafs die Tangentialebenen 
der drei Flächen auf einander senkrecht stehen. Indem wir jedes- 
mal von der dritten Ebene absehen und als Winkel zweier krummen 
Flächen den ihrer Tangentialebenen bezeichnen, können wir sagen : 

Zwei einander schneidende konfokale Flächen stehen 
längs ihrer Schnittlinie auf einander senkrecht. 
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9. Nach § 26, 9. 10 (S. 219) bilden die Tangentialkegel, 
welche von einem festen Punkte aus an die Flächen einer Schar 
zweiter Klasse gelegt werden können, wiederum eine Schar zweiter 
Klasse. Die Eigenschaften dieser Kegelschar hangen vor allem 
davon ab, ob der Scheitel allgemeine Lage hat oder auf der zur 
Flächenschar gehörenden abwickelbaren Fläche oder speciell auf 
einem Kegelschnitte der Schar liegt. In unserm Falle ist die 
abwickelbare Fläche imaginär, und es sind aufser dem unendlich- 
fernen Kugelkreise die Fokalkurven die einzigen Kegelschnitte, 
welche der Schar angehören. Somit erleiden die soeben ent- 
wickelten Sätze nur dann eine Ausnahme, wenn der Punkt auf 
einer Fokalkurve der Schar angenommen wird. Alsdann gehen 
die von ihm ausgehenden Tangentialkegel (nach § 25, 11. 12) 
eine doppelte Berührung ein; sie berühren daher auch jeden Kegel- 
schnitt in zwei Punkten, der auf einem dieser Kegel liegt, speciell 
den unendlichfernen Kugelkreis. Jeder Kegel, dessen Scheitel auf 
einer Fokalkurve liegt und der eine Fläche der Schar berührt, 
geht hiernach mit dem unendlichfernen Kugelkreise eine doppelte 
Berührung ein; er ist ein gerader Kreis- oder Umdrehungskegel. 

Jede Fläche zweiter Ordnung wird von unendlich 
vielen Umdrehungskegeln berührt; es sind das die- 
jenigen Tangentialkegel, deren Scheitel auf einer Fokal- 
kurve der Fläche liegen. 

10. Tangentialkegel, welche an die Flächen einer Schar von 
einem Punkte eines in der Schar enthaltenen Kegelschnittes gelegt 
werden können, haben (nach § 25, 13) die besondere Eigenschaft, 
unendlich viele gemeinsame Polardreikante zu besitzen; die eine 
Kante ist die in dem Punkte an den Kegelschnitt gelegte Tan- 
gente, die beiden andern liegen in einer festen Ebene. In unserm 
Falle, wo die gemeinsamen Polartripel auf einander senkrecht 
stehen, bildet die Tangente an die Fokalkurve mit irgend zwei 
Geraden, welche im Berührungspunkte auf ihr und unter einander 
senkrecht stehen, ein Axentripel für jeden Tangentialkegel, dessen 
Scheitel mit diesem Punkte zusammenfällt. 

Jede Tangente an eine Fokalkurve einer Fläche 
zweiter Ordnung ist Rotationsaxe für denjenigen Kegel, 
welcher ihren Berührungspunkt zum Scheitel hat und 
die gegebene Fläche berührt. 
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IL Wenn man durch eine gerade Linie g des Raumes die 
Tangentialebenen an eine Fläche der Schar legt und die durch 
diese Ebenen gebildeten Keile durch die Ebenen M und N hal- 
biert, so sind diese beiden Ebenen konjugierte Polarebenen für 
alle Flächen der Schar. Demnach sind auch M und N konjugierte 
Polarebenen von einander sowohl für diejenige Fläche der Schar, 
welche von der Ebene M, wie für diejenige, welche von der 
Ebene N berührt wird. Jede dieser beiden Flächen berührt also 
in einem Punkte der gegebenen Geraden eine durch die Gerade 
hindurchgehende Ebene oder sie berührt die Gerade g selbst. 

Jede Gerade des Raumes berührt im allgemeinen 
zwei Flächen einer Schar konfokaler Flächen zweiter 
Ordnung; die Tangentialebenen derselben stehen auf 
einander senkrecht und halbieren die Winkel, welche 
die beiden durch die Gerade an irgend eine Fläche der 
Schar gelegten Tangentialebenen mit einander bilden. 

12. Dieser Satz erleidet nur eine Ausnahme, wenn die Gerade 
einer Fläche der Schar angehört. Schneiden jetzt zwei Ebenen 
M und N einander rechtwinklig in einer solchen Geraden, so 
sind sie konjugierte Polarebenen sowohl in Bezug auf diejenige 
Fläche, auf welcher die Gerade liegt, als auch in Bezug auf den 
unendlichfernen Kugelkreis. Daher sind irgend zwei solche Ebenen 
konjugierte Polarebenen von einander für jede Fläche der Schar; 
die zur Geraden gehörende Ebeneninvolution ist orthogonal. 

Die Involution, welche von den durch eine gerade 
Linie gehenden konjugierten Polarebenen einer Fläche 
zweiter Ordnung gebildet wird, ist orthogonal, wenn 
sich durch die Gerade eine konfokale Fläche legen läfst. 

13. Wenn die Fläche (1) die unendlichferne Ebene nicht 
berührt, so können wir die Hesseschen Koordinaten so transfor- 
mieren, dafs die Gleichung (1) die Gestalt annimmt: 

(5) au 2 + 0v 2 + /w 8 - t* = 0. 
Die oben gemachte Annahme verlangt, dafs die drei Koeffi- 
cienten a, ß, y verschieden sind; wir dürfen daher 

<*>ß>7 
voraussetzen. 

Die Gleichung (2) behält ihre Form bei; daher erscheint jetzt 
die Gleichung für die Flächen der Schar in der Form: 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 22 
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(6) (« — t) u 2 + (ß — t) v* + (7 - t) w 2 - t 2 = 0. 
Wir sehen aus dieser Gleichung wieder, dafs alle Flächen den- 
selben Mittelpunkt und dieselben Axen besitzen. 

Für r > a werden alle Koefficienten in (6) negativ ; für 
a^>r^>ß ist nur der Koefficient von u 2 positiv; für ß^>r^>y 
sind die Koefficienten von u 2 und v 2 , endlich für />t die von 
u 2 , v 2 , w 2 positiv. Daher stellt die Gleichung (6) im ersten 
Falle eine imaginäre Fläche, im zweiten ein zweischaliges Hyper- 
boloid, im dritten ein einschaliges Hyperboloid und im letzten 
Falle ein Ellipsoid dar. 

14. Die Gleichung (6) stellt eine Grenzfläche, einen Kegel- 
schnitt dar, wenn x einen der Werte a, ß, y annimmt. Demnach 
sind die Gleichungen der Fokalkurven 

(ß — «) v 2 + (/ — a) w 2 — t 2 = 

(7) (a — ß) u 2 + (7 — ß) w 2 — t 2 = 

(a — 7) u 2 + (ß - 7) w 2 — t 2 = 0. 

Von diesen drei Kurven ist die erste imaginär, die zweite 
eine Hyperbel, die dritte eine Ellipse. 

Indem wir eine Ausdrucksweise, welche für den Fall, dafs 
die Gleichung (5) ein Ellipsoid darstellt, geometrisch als ganz 
berechtigt anerkannt werden mufs, auf beliebige Mittelpunktsflächen 
übertragen, nennen wir bei der gemachten Annahme die erste 
Axe (die x-Axe) die gröfste, die y-Axe die mittlere und die z-Axe 
die kleinste Axe. Alsdann ist diejenige Fokalkurve imaginär, 
welche in der Ebene der beiden kleinsten Axen liegt; die durch 
die gröfste und kleinste Axe gelegte Ebene enthält die Fokal- 
hyperbel und die durch die beiden gröfsten Axen gehende Ebene 
die Fokalellipse. Die gröfste Axe der Fläche ist auch die gröfste 
Axe für die Fokalellipse und die reelle Axe für die FokalhyperbeL 
Die Scheitelpunkte der Fokalhyperbel sind die Brennpunkte der 
Fokalellipse, und die Endpunkte der grofsen Axe der Fokalellipse 
sind die Brennpunkte der Fokalhyperbel. 

Von den Fokallinien einer Mittelpunktsfläche zwei- 
ter Ordnung sind stets zwei reell; diese liegen in den- 
jenigen beiden Hauptebenen, welche sich durch die 
gröfste reelle Axe legen lassen. Die eine ist eine Ellipse, 
die andere eine Hyperbel; jede von diesen beiden Kur- 
ven geht durch die Brennpunkte der andern hindurch. 
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15. Wenn die Fläche (1) ein Paraboloid ist, also ihre Gleichung 
auf die Form gebracht werden kann: 

(8) «u 2 + 0v 2 — 2wt — 0, 
wo wieder a > ß vorausgesetzt werden soll, so haben alle kon- 
fokalen Flächen die Gleichung: 

(9) (a — t) u 2 + (ß — t) v 2 — tw 2 — 2wt = 0. 
Alle diese Flächen sind Paraboloide, für welche die Axe und 
die Hauptebenen identisch sind, während der Scheitel jede Lage 
auf der Axe erhalten kann. Für t > a und für r <C ß stellt die 
Gleichung (9) ein elliptisches, für a > r > ß ein hyperbolisches 
Paraboloid dar. 

Die beiden Fokalkurven der Schar haben die Gleichungen: 
(U)) («-/9)v 2 + aw 2 + 2wt = 
1 ; (a — ß) u 2 — ßw 2 — 2wt = 0. 
Beide sind Parabeln, welche dieselbe Axe besitzen und in 
zwei zu einander normalen Ebenen liegen; der Brennpunkt der 
einen ist der Scheitel der andern. 

16. Indem wir den Anfangspunkt des Koordinatensystems in 
einen beliebigen Punkt verlegen und die Axen des von diesem 
Punkte aus an die Fläche (1) gelegten Tangentiglkegels zu Koordi- 
natenaxen wählen, nimmt die Gleichung (1) die Form an: 

(11) tA + *u 2 + pv 2 + uw 2 — 0, 
wo A eine homogene lineare Form von u, v, w, t ist. Daher 
nimmt die Gleichung (3) jetzt die Gestalt an: 

(12) tA + (X — t) u 2 + Qi — r) v 2 + (v - x) w 2 = 0. 

Das System der von dem neuen Anfangspunkte ausgehenden 
Tangentialkegel kann also durch die Gleichungen dargestellt werden : 

(13) t = 0, (X — t) u 2 + {p — t) v 2 + (v — t) w 2 = 0. 

Wir erkennen wieder, dafs die Tangentialkegel konfokal sind 
und dieselben Axen besitzen. 

Die Gleichung (13) stellt für r = X ein Geradenpaar dar, 
dessen singulare Ebene die entsprechende Fläche (12), d. i. die- 
jenige Fläche, welche in der Gleichung (1) oder (12) zu dem 
Parameter X gehört, in dem neuen Koordinaten- Anfangspunkte 
berührt. Da dasselbe für die beiden andern Werte t = p und 
x = v gilt, und da die singulären Ebenen mit den neuen Koordi- 
natenebenen zusammenfallen, so sehen wir wieder, dafs durch 
den Punkt drei Flächen der Schar gehen, dafs 4* ese einander 

22* 
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rechtwinklig schneiden und dafs die Schnittlinien von je zwei 
Tangentialebenen die Axen für alle Tangentialkegel sind, die von 
dem Punkte ausgehen. Die Form der Gleichung (13) führt uns 
aber auf einen wichtigen weiteren Satz. Wir haben gesehen, dafs 
durch den ausgewählten Punkt diejenigen drei Flächen gehen, 
deren Parameter ?., p, v sind; diese gehen aber auch in die 
Gleichung (13) ein. Daraus ergiebt sich: 

Wenn k, \i y v die Parameter derjenigen drei konfo- 
kalenFlächen sind, welche durch einen gegebenenPunkt 
gehen, so kann man dem Tangentialkegel, welcher von 
dem Punkte aus an die durch den Parameter r bestimmte 
Fläche der Schar geht, in Hesseschen Ebenenkoordi- 
naten die Gleichung (13) geben, indem man als neue 
Koordinatenebenen diejenigenEbenen wählt, von denen 
je eine der drei durch den Punkt gehenden konfokalen 
Flächen in diesem Punkte berührt wird. 

17. Eine Ausnahme können die aufgestellten Sätze nur dann 
erleiden, wenn zwei der Koefficienten 2, (i, v einander gleich 
sind. Wenn z. B. X = fi ist, so nimmt die Gleichung (13) die 
Gestalt an: 

(14) t = 0, (2 — t) (u 2 + v 2 ) + (v — t) w 2 — 0; 
sie stellt einen Rotationskegel dar, dessen Umdrehungsaxe die 
neue z-Axe ist. 

Zugleich geht aber die Gleichung (12) für t = >1 über in 

(15) tA + (*> — X) w 2 = 0. 

Da diese Gleichung aus der allgemeinen Gleichung der kon- 
fokalen Flächen für einen speciellen Wert von t erhalten wird, 
zugleich aber nur drei lineare Ausdrücke: t, w, A enthält, so 
entspricht ihr eine der Schar angehörende Grenzfläche, eine Fokal- 
kurve der Schar. Nun haben wir aber soeben gesehen, dafs zu 
den Werten k 9 fi, v diejenigen Flächen gehören, welche durch 
den neuen Anfangspunkt gehen; dieser Punkt liegt also auf der 
Fokalkurve (15). Da zudem diese Kurve durch die neue z-Axe, 
die Rotationsaxe des Kegels (14) berührt wird, so können wir 
den Satz aufstellen: 

Die Rotationsaxen für alle geraden Kegel, welche 
eine gegebene Fläche zweiter Ordnung berühren, um- 
hüllen als Tangenten die beiden Fokalkurven. Der 
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Berührungspunkt einer jeden Tangente ist der Mittel- 
punkt desjenigen Kegels, der diese Tangente zur Axe hat. 

18. Besonderes Interesse gewährt es, diesen Satz auf die 
beiden Fokalkurven selbst anzuwenden. Der von einem Punkte 
aus an einen Kegelschnitt gelegte Tangentialkegel ist stets der- 
jenige Kegel, welcher den Kegelschnitt enthält. Wollen wir also die 
Kreiskegel erhalten, welche durch einen Kegelschnitt gelegt werden 
können, so haben wir den Kegelschnitt als Fokalkurve in einer 
Schar konfokaler Flächen zu betrachten. Dann bleibt der letzte 
Satz bestehen, nach welchem die Spitze nur auf einer Fokalkurve 
der Schar liegen kann. Im vorliegenden Falle müssen wir von 
der Kurve selbst absehen, weil für ihre Punkte der Kegel in eine 
Ebene übergeht. Somit liegen die Spitzen der Rotationskegel auf 
der zugeordneten Fokalkurve. 

Jeder Kegelschnitt liegt auf unendlich vielen ge- 
raden Kreiskegeln. Die Spitzen aller dieser Kegel ge- 
hören einem zweiten Kegelschnitte an, und dieser wird 
von den Rotationsaxen berührt. Umgekehrt sind die 
Spitzen und Axen aller dem zweiten Kegelschnitte um- 
geschriebenen Rotationskegel Punkte und Tangenten 
des ersten Kegelschnittes. 

19. Wir haben vorhin gesehen, dafs eine Ellipse und eine 
Hyperbel Fokalkurven für konfokale Mittelpunktsflächen, und zwei 
Parabeln Fokalkurven für alle Paraboloide sind. Wir können 
daher den soeben ausgesprochenen Satz in folgender Weise spe- 
cialisieren : 

Im Räume gehört mit jeder Ellipse eine bestimmte Hyperbel 
und mit jeder Hyperbel eine bestimmte Ellipse in der Weise 
zusammen, dafs jeder durch eine dieser Kurven gelegte Rotations- 
kegel seinen Scheitel auf der andern hat. Die beiden Kurven 
haben die grofse Axe gemein, und ihre Ebenen stehen auf einander 
senkrecht. Die Brennpunkte der einen sind die Scheitel der andern. 

Mit einer jeden Parabel gehört im Räume eine bestimmte 
zu ihr kongruente Parabel in der Weise zusammen, dafs jeder 
gerade Kreiskegel, der die eine der beiden Parabeln enthält, seinen 
Scheitel auf der andern hat. Die beiden Parabeln haben die Axe 
gemein, ihre Ebenen stehen auf einander senkrecht, und der 
Brennpunkt der einen ist der Scheitel der andern. 
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20. Indem wir eine beliebig gegebene Gerade zur z-Axe eines 
rechtwinkligen Koordinaten -Systems nehmen, können wir bei 
passender Wahl der xz- und der yz-Ebene erreichen, dafs die 
Fläche (1) in den zugehörigen Hesseschen Koordinaten sich durch 
die Gleichung darstellt: 

Aw + Bt + du 3 + fcv 2 — 0, 
wo A und B lineare Ausdrücke in (u, v, w, t) sind. Hiernach 
geht die Gleichung (3) über in 

Aw + Bt + (d — t) u 2 + (e — r) v 2 — tw 2 = 0. 

Es ändert sich also nur der Koefficient von w in A, sowie 
die Koefficienten 6 und e. Wenn 6 4= « ist, so sind die Ebenen 
t = u = w = und t = v = w = Tangentialebenen an die 
beiden Flächen der Schar, von denen die Gerade g berührt wird. 
Wenn aber 6 = e ist, so liegt die z-Axe auf der zum Parameter 
6 gehörenden Fläche, und die Ebenen w = t = 0, u 2 + v 2 = 
sind gemeinschaftliche Tangentialebenen an alle Flächen der Schar. 

Übungen : 

1) Die mit einer Kugel konfokalen Flächen sind die kon- 
zentrischen Kugeln. Alle diese berühren einander längs des un- 
endlichfernen Kugelkreises; sie bilden demnach zugleich einen 
Büschel und eine Schar. 

2) Man untersuche die Flächenschar, welche durch konfokale 
Rotationsflächen zweiter Ordnung gebildet wird. Der Einfachheit 
wegen lege man die Gleichung (6) bezw. (9) zu Grunde und 
nehme an, dafs zwei Koefficienten gleich sind. 

3) Wie ändern sich die im Paragraphen angegebenen Sätze, 
wenn man statt eines eigentlichen einen uneigentlichen Punkt 
nimmt? 

a) Wieviel Flächen der Schar gehen durch einen solchen 
Punkt hindurch? Was wird aus den Ebenen, welche je eine der 
hindurchgehenden konfokalen Flächen in dem Punkte berühren? 

b) Was wird aus den Tangentialkegeln , wenn ihr Scheitel 
der unendlichfernen Ebene angehört? 

c) Haben auch diese Kegel gemeinsame Brennstrahlen? Wie 
liegen dieselben zu den drei in a) angegebenen Tangentialebenen? 

d) Speciell bestimme man die Eigenschaften der Tangential- 
kegel, welche von einem unendlichfernen Punkte der Fokalhyperbel 
ausgehen. 
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e) Die an eine Schar konfokaler Flächen zweiter Ordnung 
gelegten Berührungscylinder, welche auf einer festen Ebene senk- 
recht stehen, sind selbst konfokal. 

f ) Die Umrisse der orthogonalen Projektionen eines Systems 
von konfokalen Flächen auf irgend eine feste Ebene sind kon- 
fokale Kegelschnitte. 

g) Die Umrisse der orthogonalen Projektionen einer Schar 
von konfokalen Flächen auf eine Ebene, welche zu einer Asymptote 
der Fokalhyperbel senkrecht steht, sind konzentrische Kreise. 

h) Kann derjenige Cylinder, welcher eine ungleichaxige Fläche 
zweiter Ordnung längs eines durch den Mittelpunkt gehenden 
Kreisschnittes berührt, ein gerader Cylinder sein? 

i) Kann überhaupt ein Kegel, welcher eine ungleichaxige 
Fläche zweiter Ordnung längs eines Kreises berührt, ein Rotations- 
kegel sein? 

4) a) Die beiden von einem Punkte ausgehenden Erzeugenden 
einer Fläche zweiter Ordnung sind Brennstrahlen für jeden Kegel, 
welcher von dem Punkte aus an eine beliebige konfokale Fläche 
gelegt werden kann. 

b) Jede Erzeugende einer Fläche zweiter Ordnung ist Träger 
einer orthogonalen Ebenen-Involution in Bezug auf jede mit der 
gegebenen konfokale Fläche. 

c) Wenn umgekehrt eine gerade Linie die Eigenschaft hat, 
dafs je zwei hindurchgehende Ebenen, welche konjugierte Polar- 
ebenen in Bezug auf eine gegebene Fläche zweiter Ordnung sind, 
auf einander senkrecht stehen, so läfst sich durch sie eine kon- 
fokale Fläche hindurchlegen. 

d) Wenn eine gerade Linie Brennstrahl ist für einen Kegel, 
der eine gegebene Fläche zweiter Ordnung berührt, so werden 
alle durch sie hindurchgehenden Ebenen von einer und derselben 
konfokalen Fläche berührt; auf dieser Fläche liegt auch der zweite 
Brennstrahl jenes Kegels. 

e) Sobald eine gerade Linie Brennstrahl ist für einen Tan- 
gentialkegel an eine gegebene Fläche zweiter Ordnung, so ist er 
Brennstrahl an jeden Kegel, welcher von einem ihrer Punkte aus 
an die Fläche gelegt werden kann. 

f) Legt man von den beiden (imaginären) Geraden aus, 
welche den unendlichfernen Kugelkreis in den (imaginären) Schnitt- 
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punkten mit einer reellen Ebene berühren, die Tangentialebenen 
an eine Fläche zweiter Ordnung, so sind diese allen konfokalen 
Flächen gemeinsam und schneiden einander in zwei reellen Geraden, 
durch welche sich wiederum eine mit der gegebenen konfokale 
Fläche legen läfst. Wie liegen diese beiden Geraden zu der 
ausgewählten Ebene? 

g) Die in a) angegebenen Geraden bilden eine zweifache 
Unendlichkeit. Durch jeden Punkt gehen zwei derartige Linien 
und auf jeder Ebene liegen entweder zwei solche Linien oder 
keine. Die Bestimmung der von einem Punkte ausgehenden Linien 
dieser Art hängt von einer Gleichung sechsten, die Bestimmung 
der in einer Ebene liegenden Geraden von einer Gleichung zweiten 
Grades ab. Die Gleichung sechsten Grades läfst sich zurückführen 
auf eine Gleichung dritten Grades mit drei reellen Wurzeln und 
auf quadratische Gleichungen. 

5) a) Die beiden Kegel, welche von einem beliebigen Punkte 
des Raumes aus an die beiden zusammengehörigen Fokalkurven 
gelegt werden können, sind zu einander konfokal. 

b) Können diese Kegel identisch werden? 

c) Läfst sich überhaupt durch die beiden Kurven eine Fläche 
zwreiter Ordnung legen? 

6) a) Sucht man in Bezug auf einen Flächenbüschel zweiter 
Ordnung für jeden Punkt einer geraden Linie die gemeinsame 
Polare, so liegen diese auf einer Fläche zweiter Ordnung. 

b) Sucht man in Bezug auf eine Flächenschar zweiter Klasse 
für jede Ebene eines Büschels die zugehörige gemeinsame Polare, 
so liegen diese auf einer Fläche zweiter Klasse. 

c) Jede Gerade, welche zu einer Ebene in Bezug auf eine 
Schar könfokaler Flächen gemeinsame Polare ist, ist Normale an 
eine Fläche der Schar. 

(Die Ebene wird von einer Ebene der Schar berührt; die 
auf dieser Ebene in ihrem Berührungspunkte errichtete Senkrechte 
ist mit der gegebenen Geraden identisch.) 

d} Jede Normale an eine Fläche dieser Schar ist gemein- 
same Polare zu der zugehörigen Tangentialebene in Bezug auf 
alle Flächen der Schar. 

e) Legt man durch eine gerade Linie die Tangentialebenen 
an eine Schar konfokaler Flächen zweiter Ordnung und bestimmt 
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zu jeder dieser Ebenen die zugehörige Normale, so erzeugen diese 
eine Fläche zweiter Klasse. 

(Durch d) auf b) zurückzuführen.) 

f) Die Schnittpunkte der in e) gefundenen Fläche mit der 
gegebenen Geraden sind die Punkte, in denen die Gerade je von 
einer Fläche der Schar berührt wird. 

g) Die Fläche ist i. a. ein hyperbolisches Paraboloid. 
(Man beachte diejenige Gerade der unendlichfernen Ebene, 

welche in Bezug auf den Kugelkreis die Polare des unendlich- 
fernen Punktes der gegebenen Geraden ist.) 

h) Wenn die in e) angegebene Gerade Normale an eine 
Fläche der Schar ist, so liegen die Normalen in einer Ebene und 
umhüllen eine Parabel. 

i) Welche Besonderheit zeigt die in e) angegebene Fläche 
in dem Falle, dafs die Gerade auf einer Fläche der Schar liegt? 

7) a) Die Quadrate der vom gemeinsamen Mittelpunkte zweier 
konfokalen Flächen zweiter Ordnung auf zwei parallele Tangential- 
ebenen derselben gefällten Senkrechten haben eine konstante 
Differenz. 

(Denkt man sich in den Gleichungen (5) und (6) u, v, w je 
gleich, aber t verschieden, so folgt t 2 — t' 2 = r.) 

b) Bei zwei konfokalen Paraboloiden liefert der Abstand von 
irgend zwei parallelen Tangentialebenen gleiche Projektionen auf 
die Axe. 

c) Alle Tangentialebenen an den Asymptotenkegel eines 
Hyperboloids schneiden aus einem festen konfokalen Ellipsoid 
flächengleiche Ellipsen aus. 

(Ist die Gleichung (5) die eines Ellipsoids, (6) die eines 
Hyperboloids, so gelten für die Tangentialebenen des Asymptoten- 
kegels die Gleichungen: t = 0, X = au 2 + ßv 2 + yw 2 . Nach a) 
ist X das Quadrat des Abstandes der parallelen Tangentialebene 
an das Ellipsoid. Jetzt folgt die Behauptung aus Üb. 7) e) zu § 31.) 

d) Irgend drei zu einander senkrechte Ebenen, welche drei 
feste konfokale Mittelpunktsflächen berühren, schneiden sich auf 
einer bestimmten konzentrischen Kugel. 

(Aus t 2 = au 2 + . . ., t' 2 = (a — X)u' 2 + . . ., t //2 = 
(a — fi) u" 2 + . . . und u 2 + u' 2 + u" 2 — 1 u. s. w. folgt 
t 2 + f 2 + t //2 = a + ß + y - X — (t.) 
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e) Irgend drei zu einander senkrechte Ebenen, welche drei 
feste konfokale Paraboloide berühren, schneiden einander in einer 
bestimmten zur Axe senkrechten Ebene. 

(Man lasse in d) den Mittelpunkt auf einer festen Geraden 
immer weiter fortrücken und suche die Grenzlage. Statt dessen 
kann man auch die Gleichungen (8) und (9), letztere für X und ^, 
mit den Gleichungen zusammenstellen : ux + . . . + t = 0, 
u'x + . . . + t = 0, u"x + . . . + t = 0.) 

8) a) Die Kreiskegel, welche sich an die Fläche (5) legen 
lassen, können auch in folgender Weise gefunden werden. Alle 
Flächen zweiter Klasse, welche durch den vom Punkte A = 
an die Fläche F (u . . . t) = gelegten Tangentialkegel berührt 
werden, lassen sich durch die Gleichung darstellen : F -\- xAB = 0, 
wo B ein beliebiger zweiter Ausdruck ersten Grades in u, v, w, 
t ist. Soll jener Tangentialkegel ein gerader sein, so mufs sich 
eine Kugel bestimmen lassen, welche von dem Kegel ringsum 
berührt wird; bei passender Wahl des Faktors x und der Koeffi- 
cienten in B stellt dann die letzte Gleichung eine Kugel dar. Ist 
also C = die Gleichung eines dritten Punktes (des Mittelpunktes) 
in der Normalform, r der Radius der Kugel, A = die Spitze 
eines geraden Tangentialkegels an die Fläche (5), so mufs die 
identische Gleichung bestehen: 

(a) au 2 + ßv 2 + /w 2 — t 2 + xAB 

= q [C 2 — r 2 (u 2 + v 2 + w 2 )]. 

b) Von jedem Punkte aus, von dem ein gerader Tangential- 
kegel an eine Fläche zweiter Ordnung ausgeht, läfst sich auch 
ein gerader Berührungskegel an jede konfokale Fläche legen. 

(Die Gleichung (a) bleibt richtig, wenn man a, ß, y bezw. 
durch a — t, ß — t, y — t und zugleich qt 2 durch pr 2 +r 
ersetzt.) 

c) Damit die Gleichung (a) befriedigt wird, mufs die Gleichung 
(ß) (a + qt 2 ) u 2 + (ß + qt 2 ) v 2 + {y + qt 2 ) w 2 — t 2 = 

eine Grenzfläche darstellen. 

(Die linke Seite der letzten Gleichung ist gleich qC 2 — xAB.) 

d) Der Scheitel eines jeden geraden Berührungskegels liegt 
auf einer Fokalkurve der Fläche, und umgekehrt ist der Tan- 
gentialkegel, der von einem Punkte einer Fokalkurve ausgeht, ein 
gerader. 
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(Wegen c) gehört der Punkt A = dem Kegelschnitte (ß) 
an; diese Gleichung kann aber nur dann eine Grenzfläche dar- 
stellen, wenn entweder a + qt 2 oder ß -f- qt 2 oder 7 -j- qt 2 
gleich null ist.) 

e) Die Rotationsaxe eines solchen Kegels berührt eine Fokal- 
kurve. 

(Die Gerade A = 0, C = verbindet den Scheitel des Kegels 
mit dem Mittelpunkte der berührenden Kugel, ist also Rotationsaxe.) 

f) Man beweise in ähnlicher Weise die entsprechenden Sätze 
für ein Paraboloid. 

g) Welche Vorzüge hat die im Paragraphen selbst durch- 
geführte Entwicklung vor der hier mitgeteilten? 

9) a) Die Gleichung eines Kegelschnittes kann auf die Form 
gebracht werden: AB + xC 2 =0, wo A, B, C lineare Formen 
in u . . . t sind. Soll dieser Kegelschnitt die Fokalellipse (7) sein, 
so mufs die linke Seite der vorstehenden Gleichung bis auf einen 
konstanten Faktor gleich sein der linken Seite in der letzten 
Gleichung (7). Demnach ist auch 
7 (1 + x) (u 2 + v 2 + w 2 ) — AB 

= (1 + x) (au 2 + ßv 2 + 7W 2 — t 2 ) + xC 2 . 

Die rechte Seite stellt, gleich null gesetzt, eine Fläche dar, 
welche von der Fläche (5) längs eines Kegelschnittes berührt 
wird, während die linke Seite zeigt, dafs diese Fläche eine Um- 
drehungsfläche mit den Brennpunkten A = 0, B = ist. Somit 
folgt der Satz: 

Zwei beliebige Punkte einer Fokalkurve einer Fläche zweiter 
Ordnung können zu Brennpunkten einer Umdrehungsfläche ge- 
wählt werden, von der die gegebene Fläche ringsum berührt wird. 

(Man führe den Beweis für die verschiedenen Arten von 
Flächen durch.) 

b) Durch eine gegebene Kurve zweiter Ordnung läfst sich 
eine Umdrehungsfläche legen, welche zwei beliebige Punkte der 
zugehörigen Fokalkurve zu Brennpunkten hat. 

(Man ersetze die Fläche (5) durch eine Fokalkurve der Schar.) 

c) Jede Umdrehungsfläche, welche durch einen gegebenen 
Kegelschnitt hindurchgeht, hat ihre Brennpunkte auf dem zuge- 
hörigen Fokalkegelschnitte. 

d) Unendlich viele Punktepaare haben die Eigenschaft, dafs 
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die Summe oder Differenz der Strecken, welche von ihnen aus 
nach den sämtlichen Punkten eines vorgelegten Kegelschnittes 
gezogen werden können, konstant sind; nur müssen die Punkte 
des Paares auf der zugehörigen Fokalkurve gewählt werden. Wann 
ist die Summe, wann die Differenz der Strecken konstant? 

e) Läfst sich durch einen Kegelschnitt auch eine Umdrehungs- 
fläche legen, deren Brennpunkte imaginär sind? 

f) Welche Veränderung hat man mit dem in d) angegebenen 
Satze vorzunehmen, wenn man einen der beiden ausgewählten 
Punkte unendlichfern annimmt? 



§ 36. 

Die konfokalen Flächen zweiter Ordnung 
in Punktkoordinaten. 

1. Die Gleichungen (5) und (6) des vorigen Paragraphen 
nehmen für Punktkoordinaten die Form an: 

W T + V + V = I ' 

a p 7 

y2 xt^ Z 2 

a — T p — t y — T 

Die zweite Gleichung stellt demnach alle Flächen dar, welche 
mit der ersten Fläche konfokal sind. 

Wir ^erinnern nochmals daran, dafs die Gleichung (2) für 
r>a eine imaginäre Fläche, für a^>r^>ß ein zweischaliges, 
für ß > t > y ein einschaliges Hyperboloid und für 7 > r ein 
Ellipsoid darstellt. Für die Grenzflächen haben wir jetzt jedesmal 
zwei Gleichungen nötig, nämlich 

v 2 z 2 

ß a y — a 

v2 7 2 

a — / ß — 7 

Für die Schnittpunkte der Fläche (1) mit der Fokalhyperbel 
erhalten wir die Koordinaten 

(5) 0}Xi = «Jf^l\ z ,_ rtf-r) f 

^ a — 7 a — 7 
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und für die Schnittpunkte mit der Fokalellipse: 

W ' a — ß ' y «-,* 

Es sind das dieselben Werte, die wir in § 34 für die Koordi- 
naten der Kreispunkte erhalten haben. Für a > ß > / > liefern 
die Gleichungen (5), für «>0>|9>y die Gleichungen (6) 
reelle Werte, während für a > >> > 7 weder den Gleichungen 
(5) noch den Gleichungen (6) reelle Werte genügen. 

Das Ellipsoid wird von der Fokalhyperbel, das zwei- 
schalige Hyperboloid von der Fokal ellipse in vi er Punkten 
geschnitten; das einschalige Hyperboloid hat mit keiner 
Fokalkurve einen Punkt gemein. Die Schnittpunkte 
einer Fläche mit ihrer Fokalkurve sind jedesmal die 
Kreispunkte der Fläche. 

2. Indem wir die Gleichung (2) mit dem gemeinsamen 
Nenner multiplizieren, nimmt sie die Form an: 

(7) x * (ß - T )( r -x) + y* (a - x)(y -x) + z* (a-x)(ß - x) 

-(«-t)ü9-t)(/-t) = 0. 

Wofern hier die drei Werte x, y, z von null verschieden 
sind, erhält die linke Seite für x = a den positiven Wert 
x 2 (ß — a) (7 — a\ für x = ß den negativen Wert y *(a — ß) (7 — ß), 
für r = 7 den positiven Wert z 2 (a — 7) (ß — 7) und für sehr 
grofse negative Werte von x einen negativen Wert. Für ein 
gegebenes Wertsystem x, y, z hat also die Gleichung (7), oder 
was dasselbe ist, die Gleichung (1) drei verschiedene reelle Wurzeln 
X 9 (*, v, welche der Bedingung genügen: 

(8) a>2>^>^>7>i;. 

Wir erkennen hieraus, was wir schon im vorigen Paragraphen 
gesehen haben, dafs durch jeden Punkt, der keiner Hauptebene 
angehört, drei Flächen der Schar gehen; aufserdem zeigt sich 
hier aber, dafs die eine der drei Flächen ein Ellipsoid, die zweite 
ein einschaliges und die dritte ein zweischaliges Hyperboloid ist. 

3. Da die Gleichung (7) die drei Wurzeln A, p, v besitzt 
und ihre höchste Potenz den Koefficienten eins hat, so ist, wie 
die Algebra lehrt, identisch 

x 2 {ß - r) (7 - t) + y 2 (a - x) (7 - x) + z 2 (a - r) (ß - r) 
- (a - t) (0 - r) ( r -x) = (x- X) (x —p){x- v). 
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Diese Gleichung wird befriedigt für jeden beliebigen Wert, 
den wir der Gröfse r geben. Es empfiehlt sich, beiderseits r 
der Reihe nach gleich a, ß, y zu setzen. Alsdann erhalten wir 
die Gleichungen: 

= (g — *)(« — fi)(a — v) 

(a-ß)(a- r ) 
(ß-Z)(ß-p)(ß-p) 



x 2 



(9) y 



(ß-a)(ß- r ) 

(r - 1) (/ — v) (r — ») 



(r-«)(y-ß) 

Diese Gleichungen stellen die Auflösungen der drei Glei- 
chungen dar, welche aus (2) erhalten werden, indem man für x 
die drei Wurzeln X> //, v setzt, welche diese Gleichung für ein 
gegebenes Wertsystem x, y, z besitzt. Es sind das lineare Glei- 
chungen in x 2 , y 2 , z 2 ; ihre Auflösung kann also nach den be- 
kannten Methoden erfolgen. Aber alsdann bedarf es mancher 
Umformung, ehe man die einfachen Resultate erhält, welche durch 
die Gleichungen (9) angegeben werden. Der hier eingeschlagene 
Weg liefert aber die einfachsten Formeln unmittelbar ohne jede 
Rechnung. 

4. Die Gleichungen (9) gestatten uns, die Koordinaten x, 
y, z bis auf das Vorzeichen zu berechnen, sobald aufser den drei 
festen Konstanten a, ß y y die Gröfsen X, //, v gegeben sind. 
Kennt man noch den Oktanten, in welchem der Punkt liegt, so 
ist seine Lage durch die Gröfsen X, //, v vollständig bestimmt. 
Die Benutzung dieser Gröfsen bietet bei vielen Problemen der 
Geometrie, namentlich für die Untersuchung von Linien, die auf 
einem Ellipsoid liegen, ganz besondere Vorteile; man nennt sie 
deshalb elliptische Koordinaten. Es sind dies die Parameter 
der drei mit der gegebenen Fläche konfokalen Flächen, welche 
durch den zu bestimmenden Punkt gehen. 

5. Wir haben schon oben gesehen, dafs v<Cy sein, fi zwischen 
ß und /, X zwischen a und ß liegen mufs. Auch zeigen die 
Gleichungen (9), dafs jedesmal, wenn die drei Parameter X, (*> v 
diesen Bedingungen genügen, die Werte von x 2 , y 2 , z 2 positiv 
sind. Es lohnt sich aber der Mühe, nachzuweisen, dafs unter 
der Annahme a >> ß > y und X^> fi^>v die Gleichungen (9) 
nur dann reelle Werte für x, y, z liefern, wenn X> (/> v zwischen 
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den angegebenen Grenzen liegen. Alsdann müssen nämlich die 
Produkte (a — X) (a — (i) (a — - v) und (7 — - X) (7 — fi) (7 — v) 
positiv, das Produkt (ß — X) (8 — fi) (ß — v) negativ sein. Dem- 
nach mufs 7 > v sein , weil im andern Falle die drei Faktoren 
7 — X, 7 — p, 7 — v negativ wären. Mit 7 — v sind aber auch 
die Gröfsen a — v und ß — v positiv; also müssen ß — X und 
ß — fi entgegengesetztes Vorzeichen haben oder es mufs X^>ß^>(i 
sein. Da hiernach auch X > 7 ist und 7 — >l und 7 — ^ dasselbe 
Vorzeichen haben, ist (i^>y. Aus ß > [i folgt a^>/i; daher 
mufs auch a > >l sein. Die Bedingungen (8) müssen also erfüllt 
sein, wenn die Gleichungen (9) reelle Werte für x, y, z liefern 
sollen. 

6. Schon aus den Grenzen für die Wurzeln der Gleichung 
(2) geht hervor, dafs durch jeden Punkt, der auf keiner Koordi- 
natenebene liegt, nur ein einziges Ellipsoid geht. Zudem haben 
wir soeben gesehen, dafs bei keinem Werte von X die Ausdrücke 
für x 2 , y 2 , z 2 positiv sein können, falls p und v beide kleiner 
sind als 7. Somit können sich konfokale Ellipsoide niemals 
schneiden. Wenn dagegen v < 7 und ß > (i > 7 für feste Werte 
li und v ist, so können wir der Gröfse X noch jeden Wert geben, 
der zwischen a und ß liegt, und erhalten jedesmal reelle Werte 
für x, y, z; somit hat jedes Ellipsoid mit einem beliebigen kon- 
fokalen einschaligen Hyperboloid eine Linie gemeinschaftlich. 
Ebenso darf man, nachdem v und X derartig fest gewählt sind, 
dafs v <7 und a^>X^>ß ist, noch der Gröfse fi jeden Wert 
zwischen ß und 7 beilegen; es schneidet sich also auch jedes 
zweischalige Hyperboloid mit einem beliebigen konfokalen Ellipsoid. 
Die gleiche Betrachtung können wir auch für die andern Flächen- 
arten anstellen, indem wir X einen festen Wert zwischen a und ß, 
fi einen festen Wert zwischen ß und 7 beilegen. Diese Betrach- 
tung führt zu dem Satze: 

Zwei konfokale Flächen derselben Art haben keinen 
Punkt gemeinschaftlich, dagegen schneiden sich zwei 
konfokale Flächen verschiedener Art jedesmal in einer 
reellen Kurve. 

7. Wenn die Koordinaten x, y, z den beiden Gleichungen 
genügen : 
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•vi tt2 J% 

(10) a~x+ß y --x+y-x= l 

x * , y_ 2 _. + _i 2 _ = i, 



« — p j9 — // r — i« 

so folgt durch Subtraktion unter Weglassung des Faktors X — p 
die neue Gleichung: 

fll) — I I 2 I — = o 

Diese Gleichung hat eine wichtige geometrische Bedeutung. 
Um dieselbe zu finden, stellen wir die Gleichungen der Ebenen 
auf, von denen die Flächen (10) im Punkte (x, y, z) berührt 
werden. Indem wir mit X, Y, Z beliebige Punkte auf einer dieser 
Ebenen bezeichnen, erhalten wir für die Ebenen die Gleichungen : 

Xx + Y >' + _A_. = l 



a- X ' ß — X ' y — X 
Xx . Yv . Zz t 

+ 77-"- + — 1. 



a- (i ß — fi y — (t 

Die Richtungscosinus e, e, t der zur ersten Ebene errich- 
teten Senkrechten verhalten sich wie 

x . y . z 



a -X ' ß — X ' y — X 

und die Richtungscosinus r\> ?/, rj' für die auf der zweiten Ebene 
errichteten Senkrechten wie 



a — fi * ß — (i ' y - ii 

Demnach geht die Gleichung (11) in die folgende über: 

ei] + e'?i + fc'Y — °> 
und diese sagt aus, dafs die angegebenen Senkrechten und damit 
die Tangentialebenen selbst auf einander senkrecht stehen. 

Zwei konfokale Flächen schneiden einander überall 
rechtwinklig. 

8. Der Schnitt zweier konfokaler Flächen zweiter Ordnung 
wird als eine Krümmungslinie bezeichnet. Eine auf einem 
Ellipsoid gelegene Krümmungslinie wird entweder durch den Schnitt 
mit einem einschaligen oder durch den Schnitt mit einem zwei- 
schaligen Hyperboloid erhalten. Indem man als gleichartige Krüm- 
mungslinien solche bezeichnet, welche den Schnitt gleichartiger 
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Flächen bilden, und indem man gleichartige Krümmungslinien 
derselben Schar zuordnet, erkennt man, dafs auf jeder Fläche 
zweiter Ordnung zwei Scharen von Krümmungslinien liegen. 
Krümmungslinien derselben Schar können einander nicht schneiden, 
da sie gleichartigen konfokalen Flächen angehören; dagegen müssen 
Krümmungslinien verschiedener Art acht Punkte gemeinschaftlich 
haben. Aus dem zuletzt bewiesenen Satze geht unmittelbar her- 
vor, dafs auch schneidende Krümmungslinien rechtwinklig zu 
einander geneigt sind. Ebenso ist sofort klar, dafs durch jeden 
Punkt der Fläche zwei auf ihr gelegene Krümmungslinien gehen, 
welche verschiedenen Scharen angehören. 

Auf jeder Fläche zweiter Ordnung giebt es zwei 
Scharen von Krümmungslinien. Krümmungslinien der- 
selben Schar haben keinen Punkt gemeinschaftlich; aber 
Krümmungslinien von verschiedenen Scharen schneiden 
einander immer, und zwar überall rechtwinklig. Durch 
jeden Punkt der Fläche gehen zwei ihrer Krümmungs- 
linien hindurch. 

Man sagt auch wohl: Die beiden Scharen der Krümmungs- 
linien, welche auf einer Fläche zweiter Ordnung gezogen werden 
können, zerlegen die Fläche in lauter unendlich kleine Rechtecke. 

9. In § 35, 16 haben wir in Ebenenkoordinaten die Gleichung 

desjenigen Kegels aufgestellt, welcher von einem festen Punkte 

aus an eine beliebige Fläche der Schar gelegt werden kann. Zu 

Koordinatenebenen wählten wir dabei die Berührungsebenen der 

drei durch den Punkt gehenden konfokalen Flächen. Gehen wir 

von den dort benutzten Ebenenkoordinaten zu den zugehörigen 

Punktkoordinaten über, so haben wir die beiden dort gefundenen 

Gleichungen durch die folgende zu ersetzen: 

£ 2 w 2 C 2 
(12) -§_ + -2— + _b 0. 

X — X fl — XV — X 

Wenn ein Punkt die elliptischen Koordinaten X, fi, 
v hat, so ist (12) die Gleichung des von ihm an diejenige 
konfokale Fläche gelegten Tangentialkegels, welche 
den Parameter x hat, wofern man die Tangentialebenen 
an die drei durch den Punkt gehenden konfokalen 
Flächen zu Koordinatenebenen wählt. 

Auch die Gleichung (12) kann man benutzen^ um einige von 

Killing, Lehrbuch der analyt. Geometrie. II. 23 
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den im vorigen Paragraphen entwickelten Sätzen herzuleiten. 
Indessen ist es nicht nötig, darauf nochmals einzugehen. Nur 
daran wollen wir erinnern, dafs wegen der für die Gröfsen X 9 
(i, v angegebenen Grenzen die Gleichung (12) nur dann einen 
geraden Kegel darstellt, wenn entweder X = fi = ß oder (i=*v = y 
ist, wenn also der Scheitel auf einer der beiden Fokalkurven liegt. 

Übungen : 

1) a) Während die Tangentialkegel, welche von einem be- 
liebigen Punkte aus an konfokale Flächen gelegt werden können, 
selbst konfokal sind, bilden die Schnittlinien mit einer Ebene im 
allgemeinen keine konfokale Schar. 

b) Wenn zwei Flächen zweiter Ordnung dieselben Haupt- 
ebenen haben und von ihnen in konfokalen Kegelschnitten ge- 
schnitten werden, so sind sie selbst konfokal. 

2) Man soll diejenigen Punkte finden, von denen aus sich 
reelle Umdrehungskegel an eine vorgelegte Fläche zweiter Ordnung 
legen lassen. 

a) Die Punkte liegen beim Ellipsoid auf vier unendlichen 
Zweigen der Fokalhyperbel, während die Fokalellipse und zwei 
Bogen der Fokalhyperbel auszuschliefsen sind. 

b) Beim zweischaligen Hyperboloid liegen die Punkte auf 
zwei Bogen der Fokalellipse; zwei andere Bogen dieser Kurve 
und die Fokalhyperbel liefern imaginäre Kegel. Für welche Punkte 
wird der Winkel am kleinsten, den die Axe eines geraden Tan- 
gentialkegels an die Fläche mit ihren Kanten bildet? Wie grofs 
ist dieser kleinste Winkel? 

c) Für das einschalige Hyperboloid sind die ßerührungskegel 
reell, die von einem beliebigen Punkte einer der beiden Fokal- 
kurven ausgehen. Auf der Ellipse nimmt der Winkel, den die 
Axe mit der Kante bildet, zweimal ein Maximum und zweimal 
ein Minimum an; auf der Hyperbel erhalten wir zwei Maxima 
dieses Winkels. Man soll die Scheitel der entsprechenden Kegel 
und die Gröfse der Winkel bestimmen. 

3) Um konfokale Paraboloide vermittelst Punktkoordinaten 
zu untersuchen, kann man zwei verschiedene Wege einschlagen. 

a) Entweder geht man von den Gleichungen (1) und (2) aus, 
transformiert sie auf den Scheitel der ersten Fläche, läfst dann 
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den Mittelpunkt immer weiter rücken und legt die Form zu 
Grunde, welche die Gleichungen im Grenzfalle annehmen. 

b) Oder man legt die Gleichung (8) und (9) von § 35 
(S. 339) zu Grunde und stellt die Flächen in den zugehörigen 
Punktkoordinaten dar. 

Man führe beide Wege durch und gebe beidemale zu sämt- 
lichen in diesem Paragraphen aufgestellten Gleichungen die ent- 
sprechenden Formeln an. 

4) Man beschreibe die Veränderung, welche mit der Gestalt 
der Fläche (2), mit der Länge der Axen u. s. w. vor sich geht, 
wenn der Parameter r eine kleine Änderung erleidet. So lasse 
man zuerst t einen Wert <C y annehmen und stetig bis y wachsen; 
dabei untersuche man namentlich die Gestalt der Fläche für den 
Fall, dafs die (positive) Gröfse y — x immer kleiner wird. Man 
betrachte jetzt einen beliebigen Wert zwischen ß und y und gehe von 
ihm aus zum Werte y zurück. Dabei frage man sich, für welche 
Gebilde die Fokalellipse die Grenzlage ist, mit andern Worten, 
was aus dieser Kurve werde, wenn man den Parameter r vom 
Werte / aus einmal unendlich wenig zunehmen und dann un- 
endlich wenig abnehmen läfst. 

In gleicher Weise untersuche man die Veränderung der ein- 
schaligen Hyperboloide, wenn r alle Werte von y bis ß durch- 
läuft u. s. w. 

5) a) Man zeige, dafs unendlich nahe Normalen einer Fläche 
zweiter Ordnung sich nur dann schneiden können, wenn die 
Fufspunkte auf derselben Krümmungslinie liegen. 

Jeder Punkt (g, rj, g) auf der im Punkte (x, y, z) der Fläche 
(1) an sie errichteten Normalen wird vermittelst einer veränder- 
lichen Gröfse 6 durch die Gleichungen bestimmt: 

^ i x i y >• . z 

g = x + o-, 9 — y + oj, £ = z + <J-- 

Soll durch den Punkt (g, rj, £) noch die Normale des Punktes 
(x + h, y + k, z + 1) gehen, so müssen die vorstehenden Glei- 
chungen auch befriedigt werden, wenn man x, y, z durch x + h, 
y + k, z -f- 1 und o durch o + x ersetzt. Daher mufs sein: 



h_ " k-^.l- 



xz 



ß + ö ß + o' y + o 

23* 



356 § 36. Die konfokalen Flächen 2. O. in Punktkoordinaten. 

Jetzt mufs aber auch der Punkt (x + h, y + k, z + 1) der 
Gleichung (1) genügen. Daraus folgt unter Berücksichtigung des 
Umstandes, dafs h, k, 1 unendlich kleine Gröfsen sein sollen, die 
Gleichung 



oder 



hx ky lz 



X 2 V 2 z 2 



oder 



«(«+*) ßiß+o) ' r(r+o) 



X 2 V 2 z 2 



a + ö ß + ö 7 + ö 
Demnach mufs — o einen der beiden Werte r annehmen, 
welche aufser dem Werte null der Gleichung (2) genügen. Der 
neue Punkt liegt also in der Richtung der Normale an je eine 
dieser Flächen, und da die Flächen unter einander und auf der 
gegebenen senkrecht stehen, auf der Schnittlinie mit einer durch 
den Punkt gehenden konfokalen Fläche. 

b) Man führe die angegebene Entwicklung in der umgekehrten 
Reihenfolge durch, indem man annimmt, der unendlich nahe Punkt 
liege in einer Krümmungslinie. 

c) Der in a) benutzte Punkt (g, tj> £) mufs als der Schnitt- 
punkt unendlich naher Normalen betrachtet werden. Zu jedem 
Punkte der Fläche gehören zwei solche Punkte; diese werden 
als Krümmungsmittelpunkte und ihre Abstände vom gegebenen 
Punkte als Hauptkrümmungsradien bezeichnet. Man gebe die 
Beziehung an, in der diese beiden Radien zu den Parametern der 
durch den Punkt gehenden konfokalen Flächen stehen. 

d) Die Normale in einem Kreispunkte wird von jeder un- 
endlich nahen Normale geschnitten. 

e) Im allgemeinen gehen durch einen Punkt des Raumes 
sechs Normalen an eine vorgelegte Fläche zw r eiter Ordnung. 

(Man betrachte in v a) den Punkt (g, i), £) als gegeben und 
drücke x, y, z vermittelst der Unbekannten ö durch g, rj, £ aus. 
Damit der Punkt (x, y, z) auf der Fläche (1) liegt, mufs 6 eine 
Wurzel der Gleichung sein: 

<*? , W ■ 7? .v 

(a + oj^tf + o)»" 1 ' (/ + «)" '' 
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f) Durch einen unendlichfernen Punkt gehen nur zwei Nor- 
malen an eine gegebene Fläche zweiter Ordnung. 

g) Wie ändern sich die angegebenen Sätze für ein Para- 
boloid? 

6) a) Entsprechende oder korrespondierende Punkte auf gleich- 
artigen konfokalen Flächen zweiter Ordnung sind solche Punkte 
desselben Oktanten, in denen die Flächen von derselben, zur Schar 
gehörenden Krümmungslinie geschnitten werden. Demnach be- 
stimmen die elliptischen Koordinaten (X, p, v) und (X> p, v') 
entsprechende Punkte auf zwei Ellipsoiden der Schar. 

b) Zwei Punkte auf gleichartigen konfokalen Flächen zweiter 
Ordnung haben dieselbe Entfernung wie die ihnen entsprechenden 
Punkte (Ivoryscher Satz). 

Es seien (x, y, z) und (X, Y, Z) irgend zwei Punkte auf 
gleichartigen konfokalen Flächen; dem ersten möge der Punkt 
(x', y', z'), dem zweiten der Punkt (X', Y', Z') entsprechen. Wenn 
der Punkt (x, y, z) die elliptischen Koordinaten X y (i, v 9 der 
Punkt (X, Y, Z) die elliptischen Koordinaten X', n' y v hat, und 
die Flächen etwa Ellipsoide sind, so entspricht dem Punkte 
(x', y', z'} das Tripel X, { u, v und dem Punkte (X', Y', Z') das 
Tripel X\ fi\ v. Daher ergeben sich aus (9) für x 2 X 2 und x' 2 X' 2 , 
und somit auch für xX und x'X' gleiche Werte u. s. w. Berück- 
sichtigt man noch die Werte, die sich für x 2 + y 2 + z 2 u. s. w. 
aus der Übung 7) d) zu § 35 ergeben, so folgt die Gleichung: 

(x-X)» + (y-Y)» + (z _Z)* 
= (x - X')* + (y' - Y')» + (z - Zy. 

c) Sind x, y, z und xi, yi, Zi die Koordinaten zweier ent- 
sprechender Punkte auf zwei konfokalen Ellipsoiden, von denen 
das erste die Halbaxen a, b, c, das zweite die Halbaxen ai, bi, 
C! hat, so gelten die Gleichungen: 

x a y b z c 
xi ~ *i yi _ \>i Z! — d 
(Nach Gleichung (9) gelten die Relationen 

x 2 : x t 2 = (a — v) : (a — v) u. s. w.) 

d) Irgend zwei Punkten, die derselben Erzeugenden eines 
einschaligen Hyperboloids angehören, entsprechen auf einem kon- 
fokalen einschaligen Hyperboloid zwei Punkte, die ebenfalls auf 
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einer Erzeugenden liegen und denselben Abstand von einander 
haben wie die gegebenen Punkte. 

(Sollen die Punkte (x, y, z) [oder {X> (i, v)] und (x', y', z) 
[oder (X 9 p, v')] auf einer Erzeugenden der Fläche (2) für x = fi 
liegen, so müssen sie konjugierte Pole für diese Fläche sein; es 
mufs also die Relation bestehen: 



a — p ß — (i y — li 

Daraus folgt eine Beziehung zwischen X, X\ v, v\ die von 
fi unabhängig ist. Ebenso kann man die Gröfse 

(x - x')» + (y - y')i + (z - z')> 
durch X y X' y r, v allein ausdrücken.) 

7) Man untersuche die drei Arten von Krümmungslinien, 
welche durch den Schnitt konfokaler Mittelpunktsflächen erhalten 
werden. Zu dem Zwecke führe man die Entwicklungen durch, 
welche im folgenden unter der Annahme angegeben sind, dafs 
X und fi feste Werte haben, aber v veränderlich ist, und über- 
trage sie auf die andern beiden Fälle. 

a) Indem man in den Gleichungen (9) der Gröfse v alle 
Werte <7 giebt, erkennt man, dafs die Kurve aus vier kon- 
gruenten, ins Unendliche verlaufenden Zweigen besteht, welche 
die xy-Ebene senkrecht durchschneiden. 

b) Man untersuche die Schnittlinie der durch die Gleichungen 
(10) bei festen Werten von X und (i dargestellten Flächen. Durch 
diese beiden Flächen lasse man einen Büschel bestimmt werden 
und gebe die Gestalt des ihm angehörenden Kegels und der durch 
die Schnittkurve gelegten Cylinder an. 

c) Für diejenigen Leser, welche mit der Theorie der ellip- 
tischen Funktionen bekannt sind, möge folgendes bemerkt werden. 
Die Koordinaten für die Punkte einer Krümmungslinie von Flächen 
zweiter Ordnung hangen in sehr schöner Weise von den Weier- 
strafsschen ö-Funktionen ab; dabei tritt die Annehmlichkeit ein, 
dafs diese Funktionen für alle Krümmungslinien desselben Systems 
dieselben Invarianten besitzen. Man darf nämlich für einen be- 
liebigen reellen Wert q (etwa für p = l) setzen: 

ß — y a — ß a — y 

e * e * === ~9 — > e 2 C 3 = — r — , e! e 3 = — - — 9 

Q* Q* Q £ 

also 
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_ a + ß — 2y « -2j3 + y -2« + ff + y 

1 ~~ 3<> 2 ' * ~~ 3p 2 ' 8 "" 3(> 2 

Alsdann erhalten wir für die Schnittlinie der beiden Flächen (10) : 

_ ^ , t/ T« - *) (« — *0 g » u v ^ n l/l ft 11 *) iß — >") g » u 

e ' (« — <*)(« — y) öu' y *' (0-a)(0 — y) öu' 

p ' (r-*)<r-ß) «u 

d) Man behandle in gleicher Weise die durch den Schnitt 
konfokaler Paraboloide erhaltenen Krümmungslinien. 

8) Eine Fläche direkt durch eine Gleichung zwischen den 
elliptischen Koordinaten zu bestimmen, hat meistens etwas Mifs- 
liches. Dennoch möchten wir auf folgende Gleichungen hin- 
weisen : 

a) 2 = Const. 

b) x + (i + v = Const. (Üb. 7) d) zu § 35. 

c) X + ß — Const. 

9) a) Indem man die in r identische Gleichung: 



x 



2 



y 2 z 2 (r — X){x— (i)(x — v) 



(« 


— X)* 




X 2 


(« 


~(iy 




X 2 



"*"t — a^ x — ß~^~ x — y (T—a)(T — ß)(T — y) 

nach x difFerentiiert und dann x einen der drei Werte X, pt, v 
beilegt, erhält man die Gleichungen: 

x 2 , y 2 ■ ■ z 2 (X - ii)(X-v) 1 

"*" 0» - X) t T ( 7 - 2) 2 (a-2) Q?- X) ( r -2) L 2 

, y 2 , z2 = (y — *)fri—iQ i_ 

" r ( i 9- i t/) 2 " h ( y -^) 2 ( tt -^) 0?-,*) (/-,/) = M 2 

, y 2 . Z 2 (y — 2)(y— ^|) 1 

(«-^ r (jS-v) 2r (/-^ (a-*) 0— y) (7—1;) N 2 ' 

wo L 2 , M 2 , N 2 nur Abkürzungen für die danebenstehenden Funk- 
tionen von 2, (i, v sind. 

Zugleich ist N der Abstand des Mittelpunktes von der im 
Punkte (2, //, v) an das hindurchgehende Ellipsoid gelegten Tan- 
gentialebene u. s. w. 

b) Durch logarithmische Differentiation der Gleichungen (9) 
erhalten wir folgende Relationen: 

2dx s d i_ + J^L + J^L 

2 — a fi — a v — a 
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, ycU ydu ydr 



2 — / ^ — y v — y 

c) Indem wir diese Gleichungen quadrieren und die Glei- 
chungen (11) des Textes, sowie die unter a) angegebenen Glei- 
chungen beachten, erhalten wir die Gleichung: 

d) Hiernach geben die Brüche 

Idlldjildv 

2L'2M'2N 

die unendlich kleinen Längen auf den einzelnen Krümmungslinien 
an. Man soll dies geometrisch beweisen unter Berücksichtigung 
der in Üb. 7) a) zu § 35 angegebenen Bedeutung von X y u, v. 

e) Wenn wir ein festes Ellipsoid betrachten und deshalb v 
als konstant ansehen, so wird das von zwei Paaren unendlich 
naher Krümmungslinien eingeschlossene Stück dO der Ober- 
fläche gleich 

,~ 1 dl . du 

4 LM 

f) Das Raumelement dV kann man sich durch drei Paare 
benachbarter konfokaler Flächen begrenzt denken; daher ist 

, v 1 dZ . du . dv 

dV — 8 L M N' 

g) Man löse die in b) angegebenen Gleichungen dadurch auf, 
dafs man die drei Gleichungen, welche man aus (2) erhält, indem 
man t durch X, u, v ersetzt, vollständig differentiiert. 

h) Wenn man a, ß 9 y und X, u y v mit einander vertauscht, 
hat man auch x 2 , y 2 , z 2 mit — L 2 , — M 2 , — N* zu vertauschen. 
Dadurch findet man Gleichungen zwischen den Gröfsen L 2 , M 2 , N 2 . 

10) Die Gleichung (12) für die vom Punkte (X % u y v) aus- 
gehenden Tangentialkegel soll direkt hergeleitet werden. 

Sind X, Y, Z die Koordinaten für einen beliebigen Punkt 
des an die Fläche (2) gelegten Tangentialkegels, x, y, z die 
Koordinaten seiner Spitze, so ist die Gleichung des Kegels 



— ~i 
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a — r — t y — r / \« — z ß — z y — z 

Xx + _Sl + _5l.._iV_ . 



a-r ß — z y — z 

Die linke Seite dieser Gleichung enthält nach Multiplikation 
mit (« — r) (0 — t) (y — t) die veränderliche Gröfse r nur in 
der zweiten Potenz. Indem wir daher der Kürze wegen 

# ( T ) = P -f Qr + Rt* 

setzen, können wir die Koefficienten P, Q, R als Funktionen von 
X, Y, Z; x, y, z; a, ß, y derartig bestimmen, dafs #(t) = die 
Gleichung des oben angegebenen Kegels ist. 
Nun ist offenbar 

*(*) __f_5X_.y]L _i__£? iV 

(a~X)(ß—l)( 7 -l) {a-X^ß-X^r-Z X J 

u. s. w. 
Wenn wir ferner unter g, t], g die senkrechten Abstände des 
Punktes (X, Y, Z) von den drei Ebenen verstehen, welche im 
Punkte (x, y, z) je eine der drei durch diesen Punkt hindurch- 
gehenden konfokalen Flächen berühren, so ist unter Berücksich- 
tigung der Übung 9) a): 



a — X\ß — X l y — X L 

• ••••• 

Somit ist 

P + Q2 + RA» — — (2 — f«) (2 — v) §* 
P + Qj* + Rp* = - Qi - X) (ft — v) v * 

P + Qv + R*» 2 = - (v - X) (v — p) £* 
P + Qr -f Rt 2 = # (r). 
Aus dieser Gleichung folgt 

* (r) — g* (fi — r) (v - t) + »? 2 (2 - t) (y — tr) 

+ g« (X - t) (p - r). 
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